TILASTOMATEMATIIKKA

Harjoitusviikon 4 tehtavien ratkaisut, keviat 2024

Suositellaan laskettavaksi tehtdvat 1 ja 2. Huomaa, ettd tdma harjoitus edellyttdd osin Fzcel:n
(tms. laskentaohjelmiston) kéayttod. Vélivaiheiden ja perustelujen on oltava nakyvilla ohjelmis-
ton kaytosta huolimatta.

1. Tutkitaan ohessa olevan Excel-tiedoston dataa.

a) Piirrd datan histogrammi Excelin Insert-valikon valmiilla Histogram-toiminnolla. Maa-
laa ensin simulaation data. Sen voi tehdd nédppérésti valitsemalla ensimmaéinen solu
ja kdyttamalla ndppéinyhdistelméd "CTRL+SHIFT+Nuoli alas”. Miltd histogrammi
nayttdd? Tutki myos datan tilastoja Data Analysis Toolpakin Descripitive Statistics-
tyokalulla. Mika on havaintojen lukuméara, keskiarvo, mediaani, keskihajonta ja kes-
kiarvon keskivirhe? Mistéd jakaumasta arvelet datan olevan peréisin?

Ratkaisu: Excelin piirtdméa histogrammi nayttad tdltd. Luokkiin jakoa voisi halutessaan
sddtad ja r-akselin nimikointia muuttaa. Erityisesti jakauman oikeassa "hénnéssa” olevat
luokat voisi yhdistéd, silld niisséd on vdhéanlaisesti havaintoja. Jatetdan histogrammi kui-
tenkin tdhdn muotoon, jossa luokkiin jako on tehty automaattisesti. Oleellista on kuvan
pohjalta tehtévat padatelmat datan jakaumasta. Kuvan perusteella nayttéisi silta, ettd data
on perdisin normaalijakaumasta.

Tehtavan 1 datan histogrammi
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Kuva 1: Histogrammi

Alla on Excelin Descriptive Statistics tulostus tehtédvan datalle. Siitd voi lukea havaintojen
lukumédrdn n = 1000, keskiarvon T ~ 99.8, mediaanin Md = 100, otoskeskihajonnan
s ~ 9.9 ja keskiarvon keskivirheen s//n =~ 0.3 (Standard Error).

Timi data itse asiassa oli perdisin normaalijakaumasta N (100, 10?). Havaintoarvot oli py&-
ristetty kokonaisluvun tarkkuuteen. Huomaa, ettd T ~ 99.8 ~ p ja s 9.9~ 10 = 0.



Columni

Mean 99,79 keskiarvo

Standard Error 0,313621202 keskiarvon keskivirhe |
Median 100 mediaani

Mode 104 moodi

Standard Deviation 9,917573204 otoskeskihajonta
Sample Variance 98,35825826 otosvarianssi

Kurtosis 0,03052629

Skewness 0,052901093

Range 65

Minimum 73

Maximum 138

Sum 99790

Count 1000 havaintojen lukumaara

Confidence Level{95,0%) 0,615431888

Kuva 2: Excelin Descriptive Statistics tulostus

b) Laske odotusarvon piste-estimaatti ja 95 % symmetrinen 2-suuntainen luottamusvéli.
Mité voit sanoa estimaatin tarkkuudesta?

Ratkaisu: Odotusarvon p piste-estimaatti on keskiarvo = ~ 99.8. Luottamusvélin lasken-
taa varten oikea testimuuttuja on
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silléd populaation hajonta ¢ on tuntematon, minké vuoksi sitédkin tdytyy estimoida. Huomaa
kuitenkin, ettd nyt n = 1000 on suuri, joten voidaan kayttaad myos testimuuttujaa
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S
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z ~ N(0,1),

misséd tuntematonta hajontaa o on estimoitu otoskeskihajonnalla s. Lahestymistavat eroa-
vat toisistaan ainostaan siind, mistd jakaumasta kynnysarvo ro (kvantiili) haetaan.

Lasketaan luottamusvéli aluksi muuttujan Z ~ N (0, 1) avulla. Luetaan siis normaalijakau-
man taulukosta tai lasketaan numeerisesti kynnysarvo rg, jolle
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20(rg) — 1 (symmetriaominaisuus)

joka on yhtapitava ehdon
®(rg) = 0.975

kanssa. Normaalijakauman taulukosta saadaan ro = 1.96 kahden desimaalin tarkkuudella.

Luottamusvali 16ydetadn, kun epédyhtilo
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Ylé- ja alarajan tunnusluvut T ja s voidaan laskea valmiilla toiminnoilla tai ne voidaan
poimia Excelin Data Analysis Toolpakin Descriptive Statistics tulostuksesta. Otoskeskiar-
vo on T &~ 99.79 (mean) ja otoskeskihajonta on s ~ 9.9176 (standard deviation). Edellis-
ten liséksi tarvitaan otoskoko m = 1000. Toinen vaihtoehto on poimia suoraan Excelista

keskiarvon keskivirhe ﬁ ~ 0.31362 (standard error). Kun arvot sijoitellaan paikalleen

epayhtaloon , saadaan otoksesta lasketuksi luottamusvaliksi

I, =199.79 —1.96 - M, 99.79 +1.96 - 99176

v/1000 v/1000

kun ala- ja ylaraja ilmoitetaan yhden desimaalin tarkkuudella ja kédytetddn tavallisia pyo-

ristysssdantoja. Menetelladn talla kurssilla ndin, vaikka usein alaraja pyoristetdan alaspain

ja ylaraja ylospéin, jolloin lasketun luottamusvélin peitto on parempi (leveampi véli). Jos

kaytat vélivaiheissa useita eri arvoja, niin muista kayttaéd tarkempia likiarvoja kuin loppu-
tuloksessa, etteivat pyoristysvirheet kasaannu.

| ~[99.2,100.4],

Lasketaan luottamusvéli seuraavaksi muuttujan 1" avulla. Tadmé etenee samalla tavalla kuin
ylld, mutta nyt kynnysarvo ro maardytyy ehdosta P(—ry < T < ro) = 0.95. Vapausasteet
ovat n — 1 = 999. Jos kéytetdan taulukoituja arvoja, niin huomataan, ettei téllaisia 16y-
dy. Niinpa turvaudutaan taulukon viimeiseen riviin n — 1 & oo, jonka mukaan r¢y = 1.960.
Huomaa, ettd tamé on tasan sama kuin edelld kiaytetty. Tamaé ei ole yllatys, silld normaa-
lijakauma on t-jakauman rajajakauma. Jos kynnysarvo lasketaan "tarkasti” Excelilla, niin
komento T.INV(0,05;999) antaa kynnysarvoksi 1.962 kolmen desimaalin tarkkuudella. Té&-
man suuntainen lukema olisi saatu myos taulukosta, jos olisi ”interpoloitu” vapausasteita
f =200 ja f = oo vastaavat kynnysarvot 1.965 ja 1.960. Tadmé tosin menee jo aikamoiseksi
néapertelyksi, joten on parempi laskea kynnysarvo koneella.

Kéaytetaan koneen antamia arvoja rg ~ 1.962 ja s/1/1000 = 0.31362, jolloin luottamuvéliksi
saadaan

I, = [99.79 — 1.962 - 0.31362, 99.79 + 1.962 - 0.31362] ~ [99.2,100.4]

Pédstiin siis tdsmalleen samaan luottamusvaliin kuin muuttujalla Z laskettaessa, kun lop-
putulos ilmoitetaan yhden desimaalin tarkkuudella. Huomaa, etta luottamusvélin pituuden
puolikas on rys/y/n = 0.615, jonka saa suoraan Excelistid. Tamé on sama kuin Descriptive
Statistics-tulostuksen viimeisen rivin lukema. Sen saa nakyviin, kun muistaa klikata Desc-
riptive Statistics tulostukseen mukaan Confidence Level for Mean, johon voi itse asiassa
syottaa haluamansa luottamustason.

Voimme sanoa, ettd odotusarvon p piste-estimaatin T ~ 99.79 keskivirhe on 0.31. Tamé ku-
vastaa, missd méarin laskemamme piste-estimaatti poikkeaa todellista odotusarvosta. Mita
suurempi keskivirhe, sitd epavarmempi laskemamme piste-estimaatti on. Luottamusvali si-
saltdd tdmén saman informaation ja enemmén, silld siind huomioidaan myos asettamamme
luottamustaso. Jos vaaditaan korkeaa luottamustasoa, vili levenee, silla ry kasvaa luot-
tamustason myotd. Otoksen perusteella on siis uskottavaa, ettd tuntematon odotusarvo
loytyy valilta I, = [99.2,100.4] luottamustasolla 95 %. Huomaa, ettd tahédnkin sisiltyy vir-
hepéditelmén mahdollisuus. Nimittéin, laskemamme luottamusvéli voi olla juuri se "ruma
ankanpoikanen”, joka ei sisdlld odotusarvoa p. Téllaisia véleja on keskiméarin yksi 20:sté,
kun kéytetddn 95 % luottamustasoa tai yhté lailla 5% = 5/100 = 1/20 riskitasoa.



2. Lauri Markkanen on kuluvalla kaudella heittanyt 193 vapaaheittoa, joista 169 on mennyt
koriin (tilanne 26.1.2024).

a) Madrdd vapaaheiton onnistumisprosentin 95 % luottamusvali.

b) Kuinka suuri vapaaheittojen mééran taytyy olla, jotta onnistumisprosentin virhemar-
ginaali olisi 2 prosenttiyksikkoa suuntaansa?

Ratkaisu: Olkoon
X = "onnistuneiden vapaaheittojen lukuméara” ~ Bin(n, p),

missd p on tuntematon parametri, jota pyritddn estimoimaan. Jotta binomijakaumamallia voi-
taisiin kdyttda, oletetaan, ettd vapaaheittojen onnistumiset ovat toisistaan riippumattomia.

a) Luottamusvélid varten tarvitaan sopiva estimaattori p:lle, joka luentojen mukaan on X /n.
Muuttujan standardointia varten tarvitaan X:n odotusarvo ja varianssi, joiden laskenta-
kaavat 16ytyvit kaavakokoelmasta. Koska X ~ Bin(n,p), niin E(X) = np ja Var(X) =
np(1l — p). Edelleen

Var(X) _ p(1—p)

E(X/n) =E(X)/n=p ja Var(X/n)=—

n n
Keskeisen raja-arvolauseen mukaan
X/n—E(X
_ XM ZEXN)  no,).
Var(X/n)
Méaaratadn normaalijakauman taulukosta luku rg siten, etté
P(—ro < Z < 19) = ®(rg) — B(—r0) Y E 20 (rg) — 1 = 0.95 < B(rg) = 0.975,

eli 79 on 97.5 % kvantiili 29925 = 1.96, joka saadaan normaalijakauman taulukosta tai voi-
daan laskea numeerisesti esimerkiksi Excelin komennolla NORM.S.INV(0,975). Puretaan
epayhtald —zp.025 < Z < 20,025 parametria p koskevaksi epayhtéaloksi

X 1— X 1—
— — 20.025 pl=p) <P < — + 200251 p=p) p). (2)
n n n n

Estimoidaan yli- ja alarajalla otoksesta X/n = p = % ~ 0.876, jolloin luottamusvaliksi

saadaan
I, =[0.829,0.922].

Jos estimaattorin p* = % tuntematonta keskihajontaa oy, = @ arvioidaan ylospéin

hajonnan maksimin antamalla 2~ (silli hajonta saavuttaa maksimin, kun p = 1), niin

2v/n 2

saadaan konservatiivisempi arvio
I,, = [0.805,0.946].

b) Kohdassa a) saatiin 95 % luottamuvélin virhemarginaali, joka on luottamusvélin pituuden
puolikas. Jotta onnistumisprosentin virhemarginaali olisi 2 prosenttiyksikkdd suuntaansa,
on oltava

1—
20.025 p(np) = 0.02.



Tassé seka p ettd n ovat tuntemattomia. Koska emme etukéteen tiedd onnistumisprosenttia
p, voidaan (Bernoulli-jakauman varianssia) p(1 — p) arvioida ylospéin luvulla 1/4 samaan
tapaan kuin ylla. Talloin saadaan epayhtélo

1— 1.
(1-p) 196 e n < 2401,

n = 2yn
Saatu yliraja on suurin mahdollinen ja voi olla turhan pessimistinen, silld ei liene uskotta-
vaa, ettd Markkasen onnistumisprosentti valahtaisi 50 % tienoille.

Jos p:lle kdytetddn havaitun otoksen piste-estimaattia p = % ~ 0.876, niin saadaan

[n(1 = 875 (1 —0.
0.02 = 1.96 1)(711))%1.96\/0875 (n 0-875) _ \ ~ 1046.

Joka tapauksessa virhemarginaalin 0.02 saavuttamiseksi otoskoon pitéaisi olla vahintdan tu-
hatkunta heittoa, joka vastaa suuruusluokassa hénen koko NBA-uran vapaaheittom&araa.

0.02 = 1.964/ 2




3. Lentokoneen siipipééllysteen niiteille on asetettu laatuvaatimukseksi vahintdan 400 N (New-
ton) odotettavissa oleva vetolujuus ainakin 99 % varmuudella. Laatua testattiin aika ajoin
ottamatta 20 niitin umpiméahkéinen otos ja vetorasittamalla niitit poikki. Erddn otoksen
vetorasitustulokset olivat

401, 405, 390, 385, 399, 360, 378, 408, 410, 365, 400, 402, 383, 388, 389, 403, 395, 397, 402, 391.

Minka rajan ylapuolella niittien odotettavissa oleva vetolujuus on mittaustulosten mukaan
99 % varmuudella? Toteutuiko niittien laatuvaatimus? Niittien vetolujuutta voidaan pitéé
normaalijakautuneena suureena.

Ratkaisu: Koska hajonta ¢ on tuntematon, kiytetadn ¢-jakautunutta testimuuttujaa

_ X,
S/\/ﬁ n—1,

missd, X on havaintojen aritmeettinen keskiarvo, p on vetolujuuden odotusarvo. Olemme kiin-
nostuneita yksisuuntaisesta luottamusvélisté [a, oo[, missd a saadaan méaérittya ehdosta

T

P(T < ro) = 0.99.

Koska havaintoja on yhteenséd 20, niin vapausasteiden lukumééard on n — 1 = 19. Taulukosta
saadaan
ro = 2.539.

Epayhtalostéa
T < To

saadaan
w> =X —reS/vn.

Estimoidaan X ja S otoksesta otoskeskiarvolla T = 392.55 ja otoshajonnalla s = 13.379. Sijoit-
tamalla saadut estimaatit alarajaan u; saadaan alarajaksi a = i; =~ 385 ja siten luottamusvéliksi

I, = [385, 00|

Koska luottamusvélin alaraja on laatuvaatimuksen alapuolella, ei laatuvaatimus toteudu tdmén
otoksen perusteella.



Otoksen kvantiilit

4. Erédassé prosessissa biopolttoaineen valmistuksessa biomassa ruokosokerin muodossa muu-
tetaan polttoaineeksi katalyyttisissa reaktioissa. Yhdessé vaiheessa prosessia saadaan pi-
tuutta 3 olevia hiiliketjuja. Erés katalyytti tuotti seuraavat saannnot [gall]

5.57 576 4.18 4.64 7.02 6.62 6.33 7.24
5,57 T7.89 4.67 7.24 643 5.59 5.39
a) Perehdy normaalisuuden graafiseen tarkasteluun Excelilld piirtdméalla QQ—kuviﬂ Kat-
so esimerkiksi Youtube-video
Normal probability plot
ja piirrd QQ-kuvio videossa esitetylla tavalla. Mité voit sanoa datan normaalisuudesta
QQ-kuvion perusteella?
b) Laske saannon odotusarvon ja varianssin suurimman uskottavuuden estimaatit.
¢) Laske saannon odotusarvon 95 % luottamusvali.
Ratkaisu:

Tehtdvdn 4 QQ-kuvio Empiirinen kertyméafunktio (kf)
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Kuva 3: Vasemmalla QQ-kuvio ja oikealla standardoidun muuttujan z = m‘j empiirisen kerty-
méfunktion ja standardinormaalijakauman ® vertailu

a)

b)

Kuvan |3| perusteella nédyttad, ettei normaalijakauma-oletusta ole syyta kyseenalaistaa.

Luentoesimerkin 33 mukaan M L-estimaatit ovat iy, = T ja 02y, = % S (2 —7)?, kun
suoritetaan ML-estimointi parametrivektorille (,o)?. Huomaa, ettd varianssin o2 piste-
estimaatti ei ole otosvarianssi s2. Itse asiassa

n—1

UzML

=52

Edellisen perusteella odotusarvon M L-estimaatti iy, = T ~ 6.01 saadaan suoraan laski-

mesta tai vaikkapa Excelistd. Varianssin osalta voidaan hyodyntda laskukoneen antamaa

2

otosvarianssia s, eli

ST =
15

-1.1616 ~ 1.08.

O'QML =
n

—

Huomaa, ettid otoskoon kasvaessa 027, ~ s2, silld "T_l ~ 1, kun ”"n on suuri”.

1

Q-Q plot, normal probability plot


https://www.youtube.com/watch?v=23_zianUmeE

)

Koska estimoidaan odotusarvoa ja hajonta ¢ on tuntematon, kaytetddn testimuuttujana

_X-n
S/\/ﬁ n—1-

Koska haetaan symmetristd 2-suuntaista luottamusvélia, luetaan t-jakauman taulukosta
luku 7o, jolle P(—ro < T < 19) = 0.95. Meilld on n = 15 mittausta, joten vapausasteiden
lukuméard on n — 1 = 14 ja taulukosta saadaan ro = 2.145.

Puretaan epayhtdlo —rg < T < rg auki parametria u koskevaksi epayhtaloksi

T

Estimoidaan ala- ja yldrajalla olevia muuttujia datasta saatavilla estimaateilla T = 6.009
ja sp = 1.078, jolloin luottamusvaliksi saadaan

I, = [5.41,6.61]

kahden desimaalin tarkkuudella. Tassa ja jatkossa kéytetddn tavallisia pyoristyssdantoja,
vaikka kiytannossa itse asiassa alaraja pyoristetdéan alaspéin ja ylaraja ylospéin, jotta luot-
tamusvélin peitto on parempi.

Huomautus: Lopullisen luottamusvélin voi ottaa suoraan laskimesta tai ohjelmistosta.
Luottamusvilin laskennan prosessi on kuitenkin kuvattava. Pitda siis tuoda esil-
le, miten luottamusvéli lasketaan, vaikka kéytannossd varsinaisen numeerisen laskennan
tekisikin laskukone.



5. Osakkeiden hinnan mallittamisessa kdytetddn kuuluisaa Black-Scholesin mallia, jonka mu-
kaan osakkeen hinta ajanhetkelld ¢ on satunnaismuuttuja

H(t) = H(0) - exp ((b— %aQ)t + oW (1),

missé H (0) on osakkeen hinta ajanhetkelld t = 0, b, 0 > 0 ovat vakioita ja W (t) ~ N(0,¢) on
satunnaismuuttuja. Oletetaan, ettd H(0) = 100, b = 0.1 ja ¢ = 0.3 (Vertaa harjoitusviikon
3 tehtéva 7 tai etsi tietoa esimerkiksi lognormaalijakauman Wikipedia-sivuilta).

a) Laske osakkeen hinnan odotusarvo ajanhetkelld ¢ = 1 (Vihje: neliti odotusarvossa
esiintyvé eksponentti ja kiytéa integroinnissa sopivaa sijoitusta).

b) Maéardd ajanhetkelld ¢ = 1 osakkeen hinnalle véli, jolla hinta on 95% todennédkoisyy-
dell, eli véli [a1,az], jolle P(a; < H(1) < ag) = 0.95, laskemalla normaalijakauman
avulla sellainen luku rg, etta P(—rg < W(1) < rp) = 0.95.

Ratkaisu:

a) Osakkeen hinta hetkelld t = 1 on

2

0'2 o
H(1) = H(0)e®~F11+W ) — r(0)c=F 72,

2

missi Z ~ N(0,1). Merkitaén ¢ = H(0)e?~ T, jolloin

b) Muokataan vaadittua ehtoa kiyttéden a)-kohdan méaritysta c:lle:

0,2
P(a; < H(0)e"" T ™M) < qy)

— P(ﬂ < W) < %)

C C

1 1
—P-ln 2 <Ww@1) < - D)

g C g C
= ]P’(—To S W(l) S 7“0) = 0,95

Koska téssd on W (1) ~ N(0,1), niin standardisoidun normaalijakauman taulukosta nah-
déan, ettd ro = 1,96, joten

a1 = ce” 7" ~ 58,68 ja as = ce?"® ~ 190, 22

Siispd osakkeen hinta hetkelld ¢ = 1 on 95%:n todennakéisyydella vélilla [58,68, 190,22].



	TILASTOMATEMATIIKKA
	Harjoitusviikon 4 tehtävien ratkaisut, kevät 2024


