TILASTOMATEMATIIKKA

Harjoitusviikko 3 ratkaisut, kevit 2024

Harjoituksen teemoja ovat
(i) Diskreetin jakauman odotusarvo, varianssi ja keskihajonta
(ii) Jatkuvan jakauman odotusarvo, varianssi ja keskihajonta
(iii) Odotusarvon ja varianssin ominaisuudet
(iv) Keskeinen raja-arvolause
(v) Normaalijakauma-approksimaatio

(vi) Jatkuvuuskorjaus

Tehtévat 1-5 liittyvit teemoihin (i)-(iii), joita késitellddn pédasiassa alkuviikon harjoituksis-
sa. Teemoja (iv)-(vi) késitelldén tehtévissa 6-9, jotka on ensisijaisesti tarkoitettu loppuviikon
tehtaviksi. Tehtavid voi toki ratkoa haluamassaan jarjestyksessd. Minimivaatimuksena las-
kuharjoituspisteille ovat tehtavat 2 ja 3 alkuviikosta ja tehtavat 6 ja 8 loppuviikosta.

1. Tarkastellaan diskreettia satunnaismuuttujaa, jonka pistetodennédkoisyydet ovat

T 0 1 2 3
P(X=z)|1/8|3/8|3/8|1/8

a) Madrdd X:n odotusarvo ja varianssi.

b) Olkoon X ~ Bin(3,1/2). Madraa X:n pistetodennékoisyydet. Mita havaitset? Kéayta
kaavakokoelmaa X:n odotusarvon ja varianssin méaardamiseen.

¢) Simuloi Excelilld annettua jakaumaa Data Analysis Toolpakin Random number generation-

toiminnolla generoimalla kokoa 10000 oleva otos jakaumasta. Poimi kunkin arvon esiin-
tymiskerrat COUNTIF-komennolla. Mita saat simuloiduiksi pistetodennékéisyyksiksi?
Voit katsoa mallia vaikkapa videosta

https://www.youtube.com/watch?v=emtaBhH7k{0.

Ratkaisu:

a) Madaritelmén mukaan odotusarvo on

3
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=E(X) = EP(X=k)=0--+1--+2-—4+3- ===
“X(),;)()sﬁs*s*s;

Varianssi voidaan laskea laskukaavalla
3
Var(X) = > (k- px)*P(X = k).
k=0

Menetelladn téassa kuitenkin toisin, silld usein varianssi on ndppéarampi laskea kaavakokoel-
mastakin 10ytyvallé laskukaavalla

Var(X) = E(X?) - E(X)?
Koska odotusarvo E(X) on jo laskettu, riittaa laskea

3
1 3 3 1
E(X?) =Y KP(X =k)=0* - +1*- = 4+2°.-43%. - =3
(X7) 2 ( ) g Tl gt2-g+3-5=3


https://www.youtube.com/watch?v=emtaBhH7kf0

josta saadaan
Var(X) = E(X?) - E(X)? =

[~ o

Binomijakauman pistetodennékoéisyydet voidaan laskea laskukaavalla

P(X = k) = (Z);;k(l —p) 7k k=0,1,2,....n.

Nyt X ~ Bin(3,1/2), joten n = 3 ja p = % Sijoittamalla ndmaé vuorotellen ylla olevaan
laskukaavaan saadaan tdsmaélleen sama jakauma kuin tehtédvinannossa. Esimerkiksi

0= () (6)'0-4)""- (0~

Odotusarvon ja varianssin laskukaavojen mukaan E(X) = np = 2 ja Var(X) = np(1 —p) =
%, jotka my0s ovat samat kuin a)-kohdassa lasketut.

Laaditaan ensin Exceliin tehtdvinannon mukainen taulukko. Tehd&én sitten simulaation
numeroita 1,2,...,10000 vastaava sarake Home-valikosta 16ytyvan Fill-toiminnon alla ole-
valla Series-toiminnolla. Simuloidaan simulaation jérjestysnumeroiden viereen otos Data
Analysis Toolpakin Random Number Generation-toiminnolla. Muuttujien lukumééréksi va-
litaan 1, silld meilld on vain yksi muuttuja. Satunnaislukujen maéraksi valitaan 10000. Ja-
kaumaksi valitaan diskreetti. Value and Probability Input Range kohtaan maalataan alue,
jossa arvot ja niitd vastaavat pistetodennédkoisyydet ovat. Valitse tulostusalueeksi simulaa-
tion jarjestysnumeron 1 viereinen solu. Sitten vaan kone laskemaan. Voit halutessasi ottaa
mallia linkissé olevasta videosta.

Lasketaan lopuksi simulaation antamien arvojen esiintymiskertojen lukumaara COUNTIF-
toiminnolla. Oma simulaatio antoi seuraavat tulokset

Arvot x 0 1 2 3
Pistetodennékoisyydet | Teoreettinen | 0.125 | 0.375 | 0.375 | 0.125
P(X =2x) Simuloitu | 0.1288 | 0.3803 | 0.3669 | 0.124




2. Maaraa vakio ¢, kun tiedetdén, ettd X on satunnaismuuttuja, jonka

a) pistetodennikoisyydet ovat

x 11213 ] 14
P(X=z)|c|2]|3c|2

Laske X:n odotusarvo ja keskihajonta. Mité intuitiosi sanoo odotusarvosta?

b) tiheysfunktio on

0, muulloin.

Fel) = {0(3— lz—3)), 0<z<6,

Laske X:n odotusarvo ja keskihajonta. Mité intuitiosi sanoo odotusarvosta?

Ratkaisu: Tama tehtava itse asiassa ratkottiin c:n osalta jo edelliselld harjoitusviikolla, joskin
hieman toisessa muodossa.

a) On hyvé tapa tédydentdé pistetodennékoisyyksien taulukkoa sarakkeella, johon tulee piste-
todennékoisyyksien summa

x 112134 |5|X%
PX=2z)|c|2|3c|2|c]| 1

Koska pistetodennékéisyyksien summan tulee olla yksi, niin ¢ voidaan ratkaista. On oltava
> 1
ZP(X:k):1<:>9c:1<:>c=§.

Lasketaan odotusarvo ja varianssi. Hajonta saadaan varianssin neli6juurena. Koska X on
diskreetti sm, jonka arvojoukko on darellinen, ovat seké odotusarvo ettéd varianssi aérellisené
olemassa. Odotusarvo px = E(X) lasketaan kaavalla

1 1 27
=Y k- P(X S 4+2-243. 45 =-(14+4+9+8+5) =" =3.
fix = E 9+ 9+ 9 +5 5=l +4+9+8+45)

Varianssi 03 = Var(X) lasketaan kaavalla

Var(X) = E(X?) - 1%,

jossa odotusarvo gy = % on jo edelld laskettu ja E(X?) lasketaan muunnoksen odotusar-

vona samaan tapaan kuin ylla ja saadaan

5
1 93 31
:Zk2P(X:k:):§(12+22~2+32-3+42-2+52):K:?.

Edellisen perusteella

R R
josta hajonnaksi tulee ox = % ~ 1.7.
Toinen tapa varianssin laskemiseen on suora méédritelma
> 4
0% = E((X — px)?) Zk‘ px)P(X = k) = = 2,

jota kautta luonnollisesti pdadytédédn samaan lopputulokseen kuin ylla.

Intuitiolla odotusarvon pitéisi olla 3, silld se on "keskimmainen” arvo ja todenndkdisyys-
jakauma on symmetrinen sen suhteen. Ehképéa vield taulukkoa konkreettisemmin téama
nékyy, jos piirtda todennakoisyyksista histogrammin, mutta sehdn me oltiin jo skaalausta
vaille tehty harjoitusviikolla 2



b)

Koska tiheysfunktion integraali yli koko R:n pitaé olla yksi, saadaan integroimalla

/OO fX(x)dx:/Gc(S—\a:—3\)dm:c/3xdx+c/6(6—x)dx:9021,
—o0 0 0 3

josta ¢ = é. Sama voidaan perustella my6s geometrisesti. Piirtdmaélla funktion kuvaaja
nahdédn, ettd muodostuu kolmio, jonka pinta-ala on 9, kun ¢ = 1. Niinpa téaytyy olla
c= %, jotta ala olisi 1 kuten kuuluukin. Funktion kuvaaja tapauksessa ¢ = 1 16ytyy viime
viikon harjoituksista.

Nyt, kun ¢ on saatu, voidaan laskea odotusarvo. Odotusarvo on integraali

3 6

=3.

) 3 6
px = E(X) :/ rfx(z)dr = / %xde—l—/ %(69@—952) = 2%;53 .

+5(32%—12?)

z=0

Samaan lopputulokseen padadytddan myods intuitiolla, silld todennékoisyysjakauma on sym-
metrinen suoran x = 3 suhteen. Tamén nékee ehké parhaiten viime viikon harjoitustehtéa-
van 2 kuvasta.

Varianssi voidaan laskea kaavalla

0% = Var(X) = E(X?) — u%.

Odotusarvo laskettiin jo edell, joten riitt#é laskea odotusarvo E(X?), joksi saadaan samalla
tavalla kuin yll& integroimalla

3 6 9 33 21
IEXQZ/l3 /l 2 g =...o= 0400 22
(X7) Oga:da:+39(6:n x°)dx it 5
Edellisen perusteella variansssi on
21 3
VaT(X):UE(:E(X2)—N§(:?—32—§’

josta hajonnaksi tulee ox = \/g ~ 1.2.



3. Olkoot X;, X5 riippumattomia ja samalla tavalla jakautuneita satunnaismuuttujia. Laske
muuttujan X = max{X;, Xo}
a) odotusarvo ja varianssi, kun X; ~ Bin(1,p) (Bernoulli-jakautuneita).
b) odotusarvo ja varianssi, kun X; ~ Tas(0,1).
c) odotusarvo (Excelilld) simuloimalla, kun X; ~ N (0, 1). Kéyté kéénteisfunktiomenetel-
méa Excelin NORM.S.INV-toiminnolla. Simuloi esimerkiksi 10000 naytettd kummas-
takin muuttujasta X; ja laske saamiesi maksimien keskiarvo. Vertaa harjoitusviikon 2,
tehtdavd 3. Haaste: laske odotusarvo E(X) = ﬁ analyyttisesti.
Ratkaisu:

Tamé on valitettavasti funktionaalista muunnosta X = ¢(Y') hankalampi tehtéva, silld jo tun-
nuslukujen laskeminen edellyttdd X :n jakauman tuntemista ja tarkasteltavia muuttujia X7, Xo
on kaksi. Toinen tapa muuttujien X; ja Xo yhteisjakauman hyodyntdminen, mutta palataan
sithen vasta kurssin loppupuolella. Onneksi a)- ja c)-kohdissa X:n jakauma (kertyméfunktio)
selvitettiin luentoviikon 2 luentoesimerkissa 19.

a)

Viime viikon perusteella itse asiassa X ~ Bin(1,1 — (1 — p)?) (on Bernoulli-jakautunut
parametrilla ¢ = 1 — (1 — p)?), joten odotusarvo on

1
px =E(X)=> k-P(X=k) =1-(1-p)*
k=0

Voidaan myos vedota kaavakokoelmasta 16ytyvéidn kaavaan E(X) = np, kun X ~ Bin(n, p).
Varianssin laskemiseen voidaan kiyttda kaavaa

Var(X) = 0% = E(X?) — 1%.
Itse asiassa E(X?) = uy, silli 12 = 1 ja 02> = 0. Siten alkuosan nojalla
Var(X) = px — px = pux(1 - px) = (1= p)*(1 = (1 = p)*).

Toinen tapa on maaritelméan

1
Var(X) = E((X — px)?) = D (k — ux)? - P(X = k)
k=0
kéaytto. Kolmannessa tavassa voidaan hyodyntda kaavakokoelmasta 16ytyvaa laskukaavaa
Var(X) = np(1 — p), kun X ~ Bin(n, p).

Vaikka a)-kohdassa jakaumamalli sdilyi muunnoksessa, néin ei suinkaan ole yleisesti. Tassa
on esimerkki sellaisesta. Kaytetdan samaa menettelya kuin luentoviikon 2 esimerkissé 19,
jonka mukaan

Fx(z) = P(X <) = P(max{ X1, Xp} < z) = P{X; < 2} N{Xy < z}) = P(X; < 2)? = 22

kaikilla 0 < x < 1. Toisessa yhtdsuuruudessa kaytettiin hyviksi tietoa, ettd maksimi on
pienempéad kuin z tdsmaélleen silloin, kun molemmat muuttujat ovat pienempéaé kuin x.
Viimeistd edellisesséd yhtdsuuruudessa kéytettiin muuttujien riippumattomuutta ja sité,
ettd muuttujat ovat samalla tavalla jakautuneita. Viimeisesséd yhtasuuruudessa huomioitiin,
ettd X; ~ Tas(0,1).

Tiheysfunktio saadaan derivoimalla

2¢, 0<x <1,

h®=i&@={

0,  muulloin.



Odotusarvo saadaan nyt tavalliseen tapaan

o0

1 2
=0 3

MX:E(X):/

—00

1
xfx(z)de = / 2z%dz = %3}3
0

Vastaavasti saadaan
1

1
=0 2

1
E(X?) :/ 20°dz = Ja*
0

varianssia varten, joten varianssi on

) , 1 /2?2 1 4 1

Var(X) =20 - = 3 - (5) =5 -5 = 35
Lasketaan Excelilla NORM.S.INV(RAND())-toiminnolla yhteen sarakkeeseen 10000 néy-
tettd muuttujasta X;. Tehdddn sama toiseen sarakkeeseen muuttujalle X5. Poimitaan ri-
veittdin nain saatujen lukujen maksimi ja lasketaan maksimeille keskiarvo. Erds simulaatio
antoi keskiarvoksi noin 0.56. Huomaa, ettd tarkka arvo on E(X) = 1//7 =~ 0.56 kahden
desimaalin tarkkuudella.
Lasketaan lopuksi odotusarvo analyyttisesti. Luentoviikolla 2 laskettiin maksimin kertymé-
funktio. Tehddén se nopeasti uudelleen samaan tapaan kuin b)-kohdassa. Saadaan

Fx(z) =P(X <z)=P({X; <z} n{Xy <z}) =P(X; <2)?=d(z)?
josta derivoimalla saadaan tiheysfunktioksi

d

fx(z) = 7 Fx(2) = 2¢(2)2().

Meilld pitaisi integroida funktio zfx(x) = 2z¢(x)®(x). Tadmi ei onnistu ihan suoraan,
joten temppuillaan vihadn. Onneksi meilld on kéytossa osittaisintegrointi. Sitd varten pa-

1
lautetaan mieliin standardinormaalijakauman tiheysfunktion lauseke ¢(x) = \/%—We_iﬁ.
Valitaan osittaisintegrointikaavassa

oo , o0 oo ,
| F@g@de = fwg@)|” - [ fag @)
— 00 T=—00 —00
1
funktioksi f’'(z) = z(z) ja funktioksi g(x) = 2®(z). Talléin f(x) = — L3 = —p(x)

Var
ja ¢'(x) = 2p(x). Silloin osittaisintegrointi antaa

px =E(X) = /O:O 2xp(z)®(x)dz = 2/0:0 o(x)?dz.

Sijoitustermi havisi, silld p(z) — 0 vikkeldsti, kun z — +oo. Muokataan viimeistd inte-
grandia seuraavasti

o= () - () - ()
x)” = —=¢e =(—=] % =0—= e 202 |,
? 2w 2w 2w 2o
missi o = % Koska suluissa on muuttujan Y ~ N(0,0?) tiheysfunktio, on sen integraali
yli koko R:n yksi. Siten
1 _e? 1
e 22dx =

1 o0
V2T /ﬂ)o 2no ﬁ

ux =E(X) =20



4. Magneettisessa tiedon tallennuksessa oli havaittu virheiden méaran suurta talletusyksik-
koa kohti noudattavan Poisson-jakaumaa siten, etté talletuksessa esiintyi keskiméaarin yksi
virheellinen bitti 100000 talletettua bittia kohti. Tieto talletetaan sektoreina, missa sektori
késitti 4096 8-bittistd sanaa.

a) Kuinka monta tallennusvirhetté esiintyi keskiméérin yhdessé sektorissa?

b) Kuinka monta sektoria on keskiméérin kdytava lapi jotta ainakin yksi tallennusvirhe
16ytyy? Sektorit ovat toisistaan riippumattomat.

Ratkaisu:
Meité kiinnostava satunnaismuuttuja on X = ”virheiden lukumaééré sektoria kohden”, joka on
tehtdvinannon mukaan Poisson-jakautunut, X ~ Poi(a) parametrilla

4096 - 8 32768
a = =
100000 100000

~ 0.328,

silla yksi sektori pitad sisalladn 32768 bittia.

a) Koska Poisson-jakauman parametri a ilmoittaa keskiméériisen arvon, eli E(X) = a, niin
yhdessé sektorissa esiintyy keskiméérin

E(X)=a=0.328
tallennusvirhetté.

b) Olkoon Y véhintdén yhden tallennusvirheen siséltévien sektoreiden lukumééra, jolloin Y ~
Bin(n, p), missd n on tuntematon ja p on todenndkoisyys sille, ettd sektorissa on vahintadn
yksi tallennusvirhe. Tehtdvinannon mukaan

0

p=P(X>1)=1-P(X=0)=1- %e*a =1 — e~ To0000 ~ 0.279.

Talloin ainakin yhden tallennusvirheen siséltévia sektoreita on keskiméarin
EY)=np

kappaletta. Koska tallennusvirheita pitdé olla keskiméérin ainakin yksi, saadaan
1
EY)=np>1=n>—-~3.58,
p

eli on kaytava lapi keskiméaérin 4 sektoria vahintdan yhden virheen loytédmiseksi.

Tata voidaan ajatella myos geometrisen jakauman, joka loytyy luentomonisteen sivulta
30. Olkoon Y sen sektorin jarjestysluku, jolla esiintyy ensimmaéinen tallennusvirhe. T&ll6in
Y noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p ja merkitddn Y ~ Geo(p), missd p on
todennékoisyys sille, ettd sektorissa on vahintaan yksi virhe, eli p = P(X > 1). Luentomo-
nisteen sivun 44 mukaan

1
E(Y) = - ~ 3.58.
P



5.  Erdén kemikaalin pitoisuus [g/ecm3] tietyssi aineseoksessa on normaalijakautunut satun-
naismuuttuja, jolla on odotusarvo p ja hajonta o = 0.004 g/cm?. Tehtivini on arvioida
odotusarvoa g otoksen avulla. Kuinka monta toisistaan riippumatonta néytettd on otetta-
va, jotta niytteestd mitattujen kemikaalipitoisuuksien keskiarvo poikkeaisi p:stéd suuntaan

tai toiseen korkeintaan 0.002 g/cm? todennikdisyydelld 0,97

Ratkaisu:
Olkoon X; = “kemikaalin pitoisuus niytteessi i”. Tehtdvinannon mukaan X ~ N(u,0?). Ke-
mikaalipitoisuuden keskiarvoa kuvaava satunnaismuuttuja on aritmeettinen keskiarvo

Tahén palataan useasti myohemminkin.
Yl1la ndytteiden lukuméédra n on tuntematon suure, joka ratkaistaan ehdosta

P(p—0.002 < X < p+0.002) > 0.9.
Standardisoidaan X, jolloin

X-BX) X-u
ox  o/Vyn

ja paastadn taulukkoarvoihin késiksi. Standardisoimalla saadaan

7 = N(0,1)

P(p—0.002 <X < p+0.002) = P(u+0.002 — g < X — pu < pp+0.002 — p)

ol ee<

=® (%) - @ (—%) (Z on jatk. sm.)

0.002
=20 <) —1 (symmetriaominaisuus)
o/\/n

> 0.9,
josta saadaan ehto
0.002
(222 - g
o/\/n
Normaalijakauman taulukosta saadaan
0.002 1.645 - 0.004
> 1.645 = >———— =n>11,
N VR Z =00 "=

eli on otettava vihintdan n = 11 naytettd halutun tarkkuuden saavuttamiseksi.



6. FEraalld tehtaalla valmistetuista mikrosiruista 2 % on viallisia. Poimitaan satunnaisotan-
nalla 100 mikrosirua tarkastukseen. Laske normaalijakauma-approksimaatiolla todenné-
koisyys, ettéd tarkastuksessa 16ydetdan 5 viallista mikrosirua. Vertaa harjoitusviikon 2 teh-
tavaan 3.

Ratkaisu: Olkoon
X = "viallisten mikrosirujen lukumaéra tarkistuksessa”,

jolloin X ~ Bin(100,0.02), kun oletetaan, ettd mikrosirujen viallisuus on toisistaan riippuma-
tonta. Binomijakaumamallin mukaan tunnusluvuiksi saadaan

E(X)=np=100-0.02=2 ja Var(X)=0% =np(l—p)=100-0.02-0.98 = 1.96.

Standardoidaan X:
Z_X—IE(X) X -2
ox V1.96°

Jatkuvuuskorjauksella ja standardoimalla muuttuja X saadaan kysytyksi todennékoisyydeksi

P(X =5)=P(5< X <5)=P(4.5 < X <5.5) (jatkuvuuskorjaus)
4.5 -2 5.5 —2

=P <Z<
( v1.98 - v/1.96

3.5 2.5
=P(Z<—)-P|Z< —
(7= i) * (7= i)
~ ®(2.5) — ¢(1.79) (normaalijakauma-approksimaatio)
= 0.9938 — 0.9633 = 0.0305. (taulukosta)

) (standardointi)

Excel antaa 0.0309 neljin desimaalin tarkkuudella.

Verrataan tulosta harjoitusviikon 2 tehtavéssa 3 laskettuun tarkkaan todennékoisyyteen 0.0353.
Suhteellinen virhe on W ~ 14 %. Virhe ei ole valtavan suuri, kun otetaan huomioon,
ettd laskettiin approksimaatio jatkuvalla jakaumallad iskreetin jakauman yksittdisen pisteen
todennakoisyydelle, joka oli vielapa aika pieni. Tarkkuus olisi luonnollisesti parantunut, jos olisi

kysytty jonkun vélin todennakoisyytté.



7. Erdén metallikomponentin viasymisrajaa X [MPa] mallinnetaan log-normaalijakaumalla,
eli In X ~ N(u,0?). On havaittu, ettd visymisrajan mediaani Md on 400 [Mpa] ja etti
2
o“ = 0.15.

a) Maarad parametri p. Kaytd hyvéksi tietoa
P(X <Md) =0.5.
b) Miké on visymisrajan odotusarvo?

c¢) Mitataan 30 komponentin visymisraja. Laske normaalijakauma-approksimaatiolla to-
dennékoisyys, ettd vasymisrajan keskiarvo on vdhintddn 350 [MPa]? Oletetaan, etté
mittaukset ovat riippumattomia ja samalla tavalla jakautuneita.
Vihje: Log-normaalijakauman hajonnan kaavan voi kaivaa vaikka Wikipediasta.

Ratkaisu:
a) Koska In X ~ N(p,0?), niin annetun tiedon perusteella

lnX—,u<lnMd—,u>_05

P(X <Md) = P(In X < InMd) "2 p <

o o o
Koska In X
g_naA=r N(0,1),
o
niin standardinormaalijakauman symmetrian perusteella
In Md —
BT e mMd = p
o

Parametri g on siten In Md = 1n 400.

b) Luentoesimerkin 22 mukaan

1
E(X) = exp <M + 202> = exp(In 400) exp(o'2/2) — 400e°075.

c¢) Olkoon X; = "visymisraja i:nnessi mittauksessa”. Tarkastellaan keskiarvoa

X =

Kohdasta b) saadaan
E(X;) = B(X) = 400e"°7 ~ 431

ja Wikipediasta

ox, =0x = \/Var(Xi) = \/(exp(cﬂ) —1)exp(2u + 02)
= /(exp(0.15) — 1) exp(0.15)400.

Y14 termi exp(2u) sievennettiin seuraavasti
exp(21) = exp(21n400) = exp(In 400%) = 400°.

Koska E(X) = E(X) ja o = ox/+/n, niin normaaliapproksimaatiolla kysytyksi todenné-
koisyydeksi saadaan

P(X >350) =P <X - E(X) (350 — 40007 /30 )

>
ox v/(exp(0.15) — 1) exp(0.15)400
~ P(Z > —2.56) = $(2.56) ~ 0.995.



8. Oletetaan, ettd satunnaisesti valittu nuorukainen ostaa suosittua energiajuomaa yhden

pullon todennéakoéisyydella 0.9 ja kaksi pulloa todennéakéisyydelld 0.1.

a) Laske normaalijakauma-approksimaatiolla todennékoisyys, ettd 100 nuorukaista ostaa
vahintdan 115 pulloa.

b) Laske normaalijakauma-approksimaatiolla, kuinka monta pulloa kauppiaan on varat-
tava myyntiin, jotta 100 nuorukaiselle riittda juomia vahintdan 95 % todennikoisyy-
della.

¢) Laske edelliset kohdat tarkasti tilanteeseen sopivalla jakaumamallilla. Mitd oletuksia
tdytyy tehdé, jotta homma onnistuu?

Ratkaisu:

a)

Olkoon

X,; = "nuoren ¢ ostamien pullojen lukumaérd”, ¢=1,2,...,100,
jolloin muuttuja S1gg = E}gi X; ilmoittaa 100 nuoren ostamien pullojen lukumaaran. Kay-
tetddn normaalijakauma-approksimaatiota. Sitd varten tdytyy laskea muuttujien X; odo-

tusarvo
2

px, =Y k-P(X;=k)=09-1+01-2=11

ja varianssi

Var(X;) = 0%, = E(X}?) — pk, = 0.9- 1% + 0.1 2% = 0.09,

josta saadaan hajonnaksi oy, = 0.3. Summamuuttujan tunnusluvut vastaavasti ovat

HS100 = E(Sloo) =100-1.1 =110 ja 0S100 — \/V&T(Smo) =10-0.3 = 3.

Kysytaan todenndkoisyytta P(S100 > 115), joksi saadaan

P(X > 115) = P(X > 114.5) (jatkuvuuskorjaus)
—E 1145 —-11
=P (5100 (5100) > > O) (standardointi)
0 S100 3
_q{_p (Sloo — E(S100) < 114.5 — 110)
05100 3
~1—®(1.5) (norm.approksimaatio)
=1-10.9332~ 6.7 %. (taulukosta)

Téassé kysytaan pienintd pullojen lukumaédraé n, jolle P(Si00 < n) > 0.95. Standardoimalla

saadaan S E(S 110
100 — E(S100) < “—3 ) > 0.95.

0S100

P(Si00 <n) =P (

Taulukosta tai numeerisesti saadaan (normaalijakauman 95 % kvantiili) "‘THO ~ 1.645,
josta loydetdéan pienimméksi n:n kokonaislukuarvoksi n = 115.

Oletetaan, ettd nuorten ostoskdayttiytyminen on toisistaan riippumatonta. Talldin tehtévan
ratkaisemiseen voidaan kayttda binomijakaumamallia. Nimittéin, 100 nuorta ostaa pulloja
vahintddn 100 ja korkeintaan 200. Jokainen 100:n ylittdva pullo ostetaan todennakoisyydella
0.1, joten S1po = 100+Y, missé Y ~ Bin(100,0.1). Kohdan a) todennékoisyydeksi saadaan

P(S100 > 115) = P(Y > 15) = 1 — P(X < 14) ~ 7.3 %.



Todennakéisyys on laskettu Excelin BINOM.DIST-komennolla. Prosenttiyksikon tarkkuu-
della normaalijakauma-approksimaatio antoi saman tuloksen. Kohdassa b) kysytddn pie-
ninta n:éé, jolle P(S100 < n) = P(Y < n —100) > 0.95. Excelin BINOM.INV-komennolla
binomijakauman Y ~ Bin(100,0.1) 95 % kvantiiliksi (tai persentiiliksi) saadaan 15, joten
n = 115. Tamé on sama kuin normaaliapproksimaatiolla saatu tulos. Alussa tekemidmme
oletus voidaan luonnollisesti asettaa kyseenalaiseksi. Silloin emme itse asiassa olisi voineet
laskea b)-kohtaakaan samalla tavalla kuin laskimme sen, silld summan varianssin laskenta
vaikeutuu.



9. Fyysikot kayttavat satunnaiskavelyd diffuusion tai yleisesti partikkelien satunnaisliikkeen
mallintamiseen. Partikkeli suorittaa siirtymié ajanhetkillda ¢ = 1,2,... ja sen paikka .5,
ajanhetkelld n voidaan ajatella olevan siirtymien Xi,..., X, summa. Oletetaan, etta siir-
tyméat ovat riippumattomia ja samalla tavalla jakautuneita niin, ettd partikkeli voi samalla
todennékaisyydelld joko pysyé paikallaan tai siirtyd yhden yksikon verran (+1) oikealle tai
vasemmalle (—1). M&4rda normaalijakauma-approksimaatiolla todennékoisyys, etta 10000
siirtyman jalkeen partikkeli on vahintaan 100 yksikkoé lahtopisteesta oikealle.

Ratkaisu:
Olkoon X; partikkelin siirtyméa hetkella q.
Talloin X; € {—1,0,1} ja P(X; =—-1)=P(X; =0)=P(X;=1) = %

1 1 1
E(X))=(-1)-=+0-= = =0
(Xi) = (=1) - g +0- 5 +1-3

1 1 1 2

B(X%) =(-1)2.-—240%2.24+12. -2 =2

2 2
Var(Xi):E(Xf)—E(Xl)z—5—02:3

k
Kappaleen paikka hetkelld k& on Sj, = Z X; ja voidaan laskea sille

=1
k k
E(Sk) = E(Z Xi) = ZE(Xi) =0
Zflk zflk )
Var(Sk) = Var(z Xz) = ZVar(XZ) =k- g
i=1 =1
likim.

Hetkelld & = 10000 on Sigoo0 = S~ N(0,10000 - %) ja todenndkoisyys, ettd kappale on
vahintddn 100 yksikkod lahtopisteestd oikealla kayttden jatkuvuuskorjausta on

P(SZIOO—%):l—P(S<99,5)

L _p[S5=0 _95-0
100,/2  100,/2

3

—1-0 0995-\/>

=1 - ®(1,21862) ~ 1 — 0, 888506
=0,111
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