TILASTOMATEMATIIKKA

Harjoitusviikon 1 tehtavien ratkaisut, keviat 2024

Harjoituksen teemoja ovat:

(i) Joukko-opin peruslaskutoimitukset

(ii) Satunnaiskoe, otosavaruus ja tapahtuma
(iii) Todennékdisyyden peruslaskutoimitukset
(iv) Tapahtumien riippumattomuus

(v) Ehdollinen todennikoéisyys

vi) Kokonaistodennékoisyys ja Bayesin kaava

Yys ) Y

Tehtévat 1-4 kisittelevit ensisijaisesti teemoja (i)-(iv), joita késitellddn péadasiassa alkuviikon
harjoituksissa. Teemat (v) ja (vi) on ldhtokohtaisesti tarkoitettu késiteltaviksi loppuviikon har-
joituksissa. My0s nopeampi eteneminen on mahdollista, jos kokee hallitsevansa alkuviikon asiat.
Alkuviikon harjoituksissa suositellaan laskettavaksi tehtavéat 1 ja 2 ja loppuviiikon harjoituk-
sissa tehtavit 5 ja 6.

1. Tarkastellaan oheisessa kuvassa olevaa kahta virtapiiria, jotka koostuvat rinnan tai sarjaan
kytketyistd kytkimistd. S&hko padsee kulkemaan kytkimen l&pi vain, jos se on kiinni. Sita
varten olkoon K; tapahtuma "virtapiirin kytkin ¢ on kiinni”.
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Kuva 1: Eraita virtapiireja

a) Esitd molemmille piireille joukko-opillisesti tapahtumien K; avulla tapahtumat

V = 7A:sta virtaa sdhko pisteeseen B”,

E = 7 A:sta ei virtaa sahko pisteeseen B”.

Piirrd Vennin diagrammi vasemman puoleisen piirin tapahtumalle V.

b) Oletetaan, ettd kytkimet ovat kiinni toisista riippumatta 90 % todennédkdisyydelld.
Milla todennékoisyydellé virtapiirit toimivat, kun toimiminen tarkoittaa sité, etta pis-
teestd A virtaa sdhko pisteeseen B?

Ratkaisu:

a)Tarkastellaan ensin vasemmanpuoleista piiria. Sahko voi virrata yldkautta, alakautta
tai molempia reitteja pitkin. Sdhko padsee kulkemaan ylédkautta tdsmélleen silloin, kun
kytkin 1 on kiinni, eli K; tapahtuu. Vastaavasti sdhko pdésee virtaamaan alakautta
tdsmélleen silloin, kun molemmat kytkimet 2 ja 3 ovat kiinni, eli Ko N K3 tapahtuu.



Niinpé joukko-opillisesti V' = K; U (K2 N K3). Koska E on V:n komplementti, on De
Morganin kaavojen mukaan

E=K U(K:NKs3)=K N(K:NK3) =K N(KyUK3).
Vastaavasti oikeanpuoleiselle piirille saadaan
V= (Kl UKQ) U (Kg ﬂK4)

ja

E=V=(K UK)N(KsNK) =K NKyNn(K3zUKy).

Kuvaan 2 on piirretty vasemmanpuoleisen piirin tapahtuma V = K; U (Ko N K3).
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Kuva 2: Vennin diagrammi tehtévin 1 tapahtumalle V' = K7 U (K3 N K3) vasemmanpuoleisessa
piirissa

b)Kysytadn todenndkoisyytta P(V') molemmille piireille. Todennékéisyyden laskukaavan
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B) ja tapahtumien K; riippumattomuuden mukaan
vasemmanpuoleiselle piirille

P(V) = ]P)(Kl) + IP)(KQ N Kg) — P(Kl NKyN Kg)
= P(K)) + P(K2)P(K3) — P(K1)P(K2)P(K3)
=0.9+0.92 - 0.9 = 0.981.

Kuten kuvan 2 Vennin diagrammista nédhdéan, tulee leikkaus K1 N Ko N K3 kahteen
kertaan, kun joukkojen K7 ja Ky N K3 todenndkoisyydet lasketaan yhteen. Siksi sen
todennékoisyys tdytyy lopuksi vihentdd. Saman asian toki kertoo myds todennakoi-
syyden laskukaava joukkoyhdisteelle, jota ylla kiytettiin.

Vastaavasti oikeanpuoleiselle piirille saadaan

P(V) = P(K; U Ky) + P(K3N Ky) — P((K1 UKy) N (K3 N Ky))

P(K1 UKy)+P(KsNKy) —P((K1NKsNKy) U (KN KN Ky))
P(K}) + P(Ky) — P(K; N Ky) +P(K3 N Ky)

—(P(KiNKsNKy) +P(KoNK3sNKy) —P(K;NKeNK3NKy))
=0.9+0.9-092+0.92 (09 +0.9-0.9")=2-09+09"-2.09°

= 0.9981.



2. Oletetaan, ettd Lauri Markkanen pussittaa vapaaheiton 88 % todennakoisyydella ja etta
han saa 3 vapaaheittoa.

a)

Maardd kolmen vapaaheiton tuloksia kuvastava otosavaruus, kun meitd kiinnostaa,
pussittaako Markkanen pallon vai ei.
Ratkaisu: Merkitddn

I = "Markkasen heitto menee koriin”,

O = "Heitto ei mene koriin”,
jolloin Markkasen kolmen vapaaheiton onnistumisia voidaan kuvastaa merkkijonoilla
XY Z, missa XY, Z € {I,O}. Koska yksittaisessi heitossa on vain 2 eri lopputulosta,

on otosavaruudessa 23 = 8 alkiota, jotka on helppo luetella. Tlli tavalla mallinnettuna
otosavaruus on

S = {000,001I,010,100,0I1,101,110,III}.

Tama4 ei ole suinkaan ainoa mahdollisuus otosavaruuden valitsemiseen. Térkeinté on,
ettéd otosavaruus on selked ja informatiivinen.

Milla todennéakoisyydellda Markkanen pussittaa kaikki vapaaheitot?
Ratkaisu: Merkitddn tapahtumaa

B = "Markkanen onnistuu kaikissa heitoissa”.

Kun otosavaruus on mallinnettu selkeésti, voidaan sieltd poimia B:lle suotuisat alkeis-
tapahtumat. Joukko-opillisesti
B ={III}.

Oletetaan, ettd heittojen lopputulokset ovat toisistaan riippumattomia, jolloin toden-
nékoisyydeksi tulee
P(B) = 0.88% ~ 68 %.

Milla todennéakoisyydellda Markkanen pussittaa ainakin yhden vapaaheiton?
Ratkaisu: Merkitddn tapahtumaa

C' = "Markkanen pussittaa ainakin yhden vapaaheiton”.

Jalleen otosavaruudesta on helppo poimia suotuisat alkeistapahtumat ja laskea niiden
todennakoisyyksien summa. Téssé todennédkoisyys voidaan laskea helpommin komple-
mentin avulla, silld joukko-opillisesti

C = {000}.

Oletetaan jalleen, ettd heittojen lopputulokset ovat toisistaan riippumattomia, jolloin
samalla tavalla kuin b)-kohdassa saadaan

P(C)=1-P(C)=1-(1-0.88)% ~ 99.8%.

Kolmas tapa on tunnistaa, etté tilanteeseen sopii binomijakauma, mutta siitd enemmaén
tulevilla viikoilla.

Milla todennéakoéisyydellda Markkanen pussittaa kaksi vapaaheittoa, jos hén on heitté-
nyt ensimméisen heiton ohi?

Ratkaisu: Koska tiedetédén, ettd ensimméinen heitto on mennyt ohi, niin tdssé perus-
joukkona (otosavaruutena) on

D = {000,001,010,0II}



ja kysytaan alkeistapahtuman {OI1} todennikoisyyttéd joukossa D. Jos O ja I oli-
sivat yhtd todennékoisia, saataisiin klassisella todennékoisyysmallilla todenndkdisyy-
deksi 1/4. Nyt néin ei ole, joten emme voi menetella edelld kuvatulla tavalla. Luonte-
vin tapa ratkaista tehtdva on ehdollisen todennédkéisyyden kéyttdminen, josta enem-
man loppuviikolla. Lasketaan tdhdn kuitenkin mallin vuoksi kysytty todennékoisyys
P({OI11}|D), joksi saadaan

_ P{oI1I}nD) PHOII}) 0.12-0.882
PHOII}D) = P(D) ~ P(D)  0.123+2-0.122-0.88 +0.12-0.882

~ 77 %.

Koska emme periaatteessa tdssid vaiheessa tiedd ehdollista todennédkoisyytta, ratkais-
taan tdma vield niin, ettei ehdollista todennédkoisyytta tarvita. Riippumattomuuden
nojalla ensimméisen heiton lopputuloksella ei ole merkitysta jéljelld olevien heitto-
jen onnistumiseen. Meité kiinnostaa ainoastaan, ettd onnistuuko Markkanen kahdessa
jaljella olevassa heitossa vai ei. Niinpé otosavaruudeksi voidaan ottaa kahden vapaa-
heiton lopputulosten joukko {OO, 01,10, 11}. Kysytaan todennakoisyytta P({I1}) =
0.88%2 ~ 77 %.

Oletetaan, ettd 100 satunnaisesti valitun teekkarin joukossa 54 opiskelee fysiikkaa, 69 opis-
kelee matematiikkaa sekd 35 opiskelee matematiikka ja fysiikkaa. Merkitse seuraavat ta-

pahtumat joukko-opillisesti ja méaraéd todennékoisyys, ettd opiskelija
a) opiskelee matematiikkaa tai fysiikkaa.
b) ei opiskele kumpaakaan néisté aineista.

c) opiskelee matematiikkaa, muttei fysiikkaa.

Ratkaisu: Merkitdédn tapahtumat A=“teekkari opiskelee fysiikkaa” ja B=“teekkari opiskelee
matematiikkaa”. Otosavaruus S sisiltda 100 teekkaria (#S = 100) ja heistd 54 opiskelee fy-
siikkaa (#A = 54), joten satunnaisesti valittu teekkari opiskelee fysiikkaa todennékoisyydelld
P(A) = 54/100 = 0, 54. Vastaavasti matematiikan osalta #B = 69 ja P(B) = 69/100 = 0, 69.

Molempia opiskelee 35 (#(A N B) = 35).
a) “opiskelee matematiikkaa tai fysiikkaa”: AU B.
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,5440,69— 0,35 = 0,88 = 8%
b) “ei opiskele kumpaakaan”: AU B.
P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,88=0,12 = 12%

c) “opiskelee matematiikkaa, muttei fysiikkaa”: BN A= B\ (AN B)

- 69-35 34




4. Olkoot A ja B tapahtumia, joille P(A) = 0.3, P(B) = 0.5 ja P(AN B) = 0.24.
a) Laske todennikoisyydet P(AU B),P(AU B),P(A\ B) ja P(AU B).

b) Ovatko tapahtumat A ja B riippumattomia? Entipd A ja B?

Ratkaisu: Kaytetadan hyvaksi kaavakokoelmasta 16ytyvia todennédkoisyyden peruskaavoja. Jouk-
koja kannattaa havainnollistaa my6s Vennin diagrammien avulla.

a) Kaavasta
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B) (1)

saadaan
P(AUB) =0.3+ 0.5 —0.24 = 0.56.

Sijoittamalla kaavaan (1) A paikalle A saadaan

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(ANB) =1-P(A) + P(B) — (P(B) - P(AN B))
=1-P(A)+P(ANDB)
=0.74+0.24 = 0.94.

Joukkoerotuksen A\ B todennikoisyydeksi saadaan

P(A\ B) =P(A) —P(AN B) = 0.06.
De Morganin kaavalla saadaan

P(AUB)=1-P(AUB)=1—P(AN B) = 0.76.
b) Tapahtumat A ja B eivit ole riippumattomia, sillé
P(ANB) =0.24#0.15 = 0.3 - 0.5 = P(A)P(B).
Myoskidn A ja B eivit ole riippumattomia, sillé
P(ANB) =P(A)P(B) < P(A) —P(ANB) =P(A)(1 - P(B)) & P(AN B) = P(A)P(B).

Sama asia voidaan toki todeta myos laskemalla

P(ANB) =P(A) —P(AN B) = 0.06

ja

P(A)P(B) = 0.3-0.5 = 0.15.

5. Kaksi tehdasta A ja B valmistaa radioita. Jokainen tehtaalla A valmistettu radio on vialli-
nen todennakoisyydelld 0.05, kun taas tehtaalla B valmistettu radio on viallinen todenna-
koisyydelld 0.01. Ostetaan 2 radiota, jotka molemmat ovat yhtd todennékoisesti perdisin
joko tehtaalta A tai tehtaalta B.

a) Milld todennédkdisyydelld molemmat ovat viallisia?

b) Jos ensimmaéinen radio, jonka testaat, on viallinen, niin millid todennékoisyydelld myos
toinen on viallinen?

¢) Jos molemmat radiot todetaan viallisiksi, niin milld todennékdoisyydelld ne olivat pe-
riisin tehtaalta A7



Ratkaisu: Merkitdén V; = "radio ¢ on viallinen” ja F; = "radio ¢ on ehja”, i = 1, 2. Merki-
tadn lisiksi A = "radio on periisin tehtaalta A”, jolloin A = "radio on periisin tehtaalta B”.
Oletetaan, ettd radioiden viallisuus on toisistaan riippumatonta.

a) Kysytddn todennékoisyytta P(V; N Va). Kokonaistodenndkoisyyden mukaan
P(Vi N Va) = P(Vi N Va| A)P(A) + P(Vi N Va[A)P(A) = 0.05% - £ +0.01% - 3 = 0.0013,

b) Tiedetdan, ettd V) toteutuu, ja kysytaédn ehdollista todennékoisyyttéd P(V2|V;). Ehdol-
lisen todennédkoisyyden mairitelméan mukaan

P(Vl N Vg)

Osoittaja laskettiin jo a)-kohdassa, joten riittdé laskea nimittdja. Samalla tavalla kuin
a)-kohdassa saadaan kokonaistodennékoisyyden mukaan

P(Vi) = P(Vi|A)P(A) + P(Vi[A)P(A) = 0.05- L +0.01 - 1 = 0.03.

Edellisen perusteella
0.0013 13
P = = —=~43%.
(V2IV1) 0.03 300 3%

¢) Kysytddn todennikoisyyttd P(A|V; N V3). Bayesin kaavan ja edelld lasketun mukaan

0.052. 1
P(VinVa|A)P(A) 2 ~ 96 %.

P(A — _
(AVNVe) P(V; N Va) 0.0013

Kannattaa piirtda tilannetta havainnollistava puukaavio, jossa ensimméinen haarautumi-
nen tapahtuu radioita valmistavan tehtaan suhteen.

Vakuutusyhtié uskoo, ettd ihmiset voidaan jakaa kahteen ryhméén: tapaturma-alttiisiin
ja ihmisiin, jotka eivéit ole tapaturma-alttiita. Yhtion mukaan tapaturma-altiille henkil6lle
sattuu jokin vahinko yhden vuoden aikana 40 % todennékoisyydelléd, kun taas vahingon to-
dennékoisyys on 20 % henkilolle, joka ei ole tapaturma-altis. Oletetaan, etta 30 % ihmisisté
on tapaturma-alttiita.

a) Millad todennékoisyydelld uudelle asiakkaalle sattuu vahinko vuoden sisalla?

b) Jos uudelle asiakkaalle sattuu vahinko vuoden sisélld, niin milld todennikoisyydella
hén on tapaturma-altis?

¢) Ovatko onnettomuuden sattuminen ja tapaturma-alttius riippumattomia?

Ratkaisu: Merkitaan

T = 7asiakas on tapaturma-altis”,

V' = "asiakkaalle sattuu vahinko vuoden sisalla”.

Tiedetddn todennédkoisyydet

P(T) = 0.30 = P(T) = 0.70
P(V|T) = 0.40,
P(V|T) = 0.20.

a) Kysytddn todennékoisyytta P(V'), joka kokonaistodenndkéisyyden mukaan on

P(V) = P(V|T)P(T) + P(V|T)P(T) = 0.40 - 0.30 4 0.20 - 0.70 = 26 %.



b) Kysytdan todennékoisyyttéd P(T|V), joka Bayesin kaavan ja a)-kohdan mukaan on

P(TNV) P(V|T)P(T) 0.40-0.30
P(V)  PV)  0.26

P(T|V) = ~ 46 %.

¢) Kysytddn tapahtumien V ja T riippumattomuutta. Tapahtumat eivat ole riippumat-
tomat, sillé esimerkiksi P(V'|T") = 0.40, mutta a)-kohdan mukaan P(V') = 0.26. Sama
asia voidaan toki todeta laskemalla

P(V N T) = P(V|T)P(T) = 0.40 - 0.30 = 0.12 # 0.26 - 0.30 = P(V)P(T).
Edelleen sama asia olisi voitu todeta ehdoista P(V|T) # P(V|T) ja 0 < P(T) < 1.

7. Pumpun venttiilin toimintaa valvotaan automaattisella hilytysjarjestelmélla. Todennakoi-
syys sille, ettd jarjestelmé hélyttdd, kun venttiili ei toimi, on 0.98. Todennékoisyys sille,
ettd jarjestelma ei hélyté, kun venttiili toimii, on 0.985. Todennédkdisyys sille, ettd venttiili
ei toimi, on 0.00001. Maarad todennékoisyys sille, ettd venttiili ei toimi, kun jarjestelmé
halyttas.

Ratkaisu:
Merkitaan

H = 7"jarjestelma halyttaa”,

V = "venttiili toimii”.

Tiedetiéin todennikoisyydet P(H|V) = 0.98, P(H|V) = 0.985 ja P(V) = 0.00001. Kysytiin
todennakoisyytta -
P(VNH)

P(H)
Lasketaan ensin todennékoisyys, ettd jarjestelmé hélyttda. Kokonaistodennékoisyyden kaavan
mukaan

P(H) =PH|V)P(V)+PH|V)P(V)=(1—-PH|V))P(V)+PH|V)P(V)
= 0.015 - 0.99999 + 0.98 - 0.00001 ~ 0.015.

P(V|H) =

Kysytty todenndkoisyys saadaan Bayesin kaavalla

P(H|V)P(V)

~ 6.53- 107
P(H)

P(VIH) =

Todennékéisyytta kannattaa havainnollistaa myos puukaavion avulla. Tulos voi tuntua yllatta-
vélta, vaikka jarjestelmé toimii todennékdisyyksien mielessd kohtuullisen hyvin.

8. Erasta tietoliikennelinjaa pitkin pystyttiin lahettdméan kahta erilaista merkkijonoa: 000 ja
111. Tiedettiin, ettd jonon 000 ldhettdmistodennikoisyys oli 0.3. Hairididen vuoksi kum-
mankin jonon yksittdinen bitti vastaanotetaan oikein todenndkéisyydella 0.6. Liséksi tiede-
tdan, etta bitit siirtyvét linjalla toisistaan riippumattomasti. Kumpi on todennikéisemmin
ldhetetty merkkijono, jos vastaanotetaan merkkijono 0107

Ratkaisu: Merkitaan

L = "1ahetetasn 0007,
V = "vastaanotaan 0107,

A; = 7i:s bitti sailyy samana”, i=1,2,3.



Lasketaan todennakoisyys
Bayes P(V|L)P(L)
P(LIV) = —F———=

Kokonaistodennékoisyyden kaavan mukaan

P(V) = B(V|L)P(L) + B(V|T)P(L) = P(4; N A; N A3)P(L) + P(A7 N Ay 1 A3)P(T)
=06-04-06-0.3+04-0.6-04-0.7

=0.1104.
Nain ollen
0.6-04-0.6-0.3

0.1104 ~ 39%,

P(L|V) =
eli todennéakoisemmin ldhetettiin 111.

9. Tunnetusti geneettinen periméa vaikuttaa useisiin sairauksiin, joten on térkeda pystya en-
nustamaan lasten riskid saada sairautta aiheuttava perimé. Oletetaan yksinkertaisuuden
vuoksi, ettd sairautta voidaan ennustaa yhden geeniparin avulla, jossa toinen geeni periy-
tyy &idiltd ja toinen isdltd. Geenilld on 2 muotoa: A, joka on dominoiva, ja a, joka on
resessiivinen.

Oletetaan, ettd henkil6lld on riski sairastua tautiin vain, jos geeniperimé on aa, ja etta
kaikki geeniparit ovat yhtd todennikéisid. Oletetaan, ettd perheen isilld on taudin aiheut-
tava geneettinen riski ja ettd perheen &idilla ei ole riskié. Jos perheeseen syntyy kaksi lasta,
niin milld todennéakoisyydella

a) kummallakaan lapsella ei ole riskid sairastua tautiin, jos aidilla on AA?
b) kummallakaan lapsella ei ole riskid sairastua tautiin?

c) 4idilla on AA, jos kummallakaan lapsella ei ole riskid sairastua tautiin?

Ratkaisu: Kaytetddn hieman epétdsmallisia merkintoja, mutta joista toivottavasti hahmot-
tuu hyvin, mistd on kyse. Tiedetdén, ettd isén perimé on aa ja ettd aidin perimé on jokin
vaihtoehdoista aA, Aa tai AA. Merkitéddn A,,, jos didin perimé on zy, ja

FE = 7aidilla ei ole riskia sairastua tautiin”.

Koska tiedetdén, ettd E sattuu ja ettéd kaikki geenivaihtoehdot ovat yhtd todennékéisia, niin

. . P(AAAHE) 1/4
Pg(A =PAgyu|lF) = ————— =" =1/3,
E(Aaa) =P(AaslE) P(E) 3/1 /
missd alaindeksi E tarkoittaa, ettd todennakoéisyys lasketaan tapahtuman E suhteen. Ilman
alaindeksié varustettu P tarkoittaa, ettd todennédkoéisyysfunktio on méaéritelty kaikkien perimé-
vaihtoehtojen joukossa.
Vastaavasti saadaan

Po(Aag) = Pp(Aas) = 5.
Lapsen perimédn hahmottamiseksi kannattaa laatia periméataulukko
Aiti\Is4 ‘ a a
A Aa Aa
a aa aa
josta nakyy, ettd todenndkoisyys sille, etté lapsella ei ole riskid sairastua tautiin, on 1/2, kun
tiedetdan, ettd didin perimd on Aa (lapsi saa molemmilta vanhemmiltaan yhden geenin, jotka

muodostavat lapsen geeniparin). Jos merkitédén

R = "lapsella ei ole riskia sairastua tautiin”,



niin esimerkiksi .
Pr(R|A4) = 5

Vastaavalla tavalla voidaan paitella
. . . 1
Pr(R|Ag4) =1 ja Pgr(R|Aqa) = 5
Kéaytetaan tapahtumalle "kummallakaan lapsella ei ole riskia sairastua tautiin” merkintad RR.

a) Kysytiin todennikdisyytti Pp(RR|A44). Y14 olevan perusteella

silld &idiltd tulee varmasti geeni A, joka takaa sen, ettei sairastumismahdollisuutta ole
kummallakaan lapsella.

b) Kysytddn todennédkoisyytta Pr(RR). Kokonaistodennédkoisyyden mukaan

]P)E(RR) = PE RR|AAA)PE(AAA) + PE(RR|AAQ)PE(AAG) + PE(RR|AQA)]P>E(AGA)

1+1 1+1 1 1
3 4 3 4 3 2

c) Kysytidn todennikodisyytti Pr(A 44| RR). Bayesin kaavan mukaan

- . ]P’E(AAAORR) . PE(AAA) b) 1/3 . 2
Pp(Asa|lRR) = Pr(RR)  Pp(RR) 1/2 3

Todennékéisyyksia kannattaa hahmotella myos puukaavion avulla.

Tassé tehtavéissé alaindeksi F saattaa sekottaa merkinnéllisesti, mutta hyva puoli on siiné, etta
tulee my6s merkinnélld kerrottua miké on otosavaruus, jossa todennékoisyys lasketaan. Toden-
nékoisyys riippuu aina valitusta otosavaruudesta, joten epéaselvissd tapauksissa otosavaruus on
syyta tasmentaa.



