Tilastomatematiikka

Toinen valikoe 16.03.2023

1.

Laatuinsinoori tutki jalostuksen vaikutusta erdaseen suureeseen, teki 2 satunnaiso-
tosta ja sai Excelilld seuraavan tulostuksen.

t-Test: Two-Sample Assuming Equal Variances
t-testi: 2 otosta olettaen varianssit yhtdasuuriksi

Jalostus  llman

Mean 3108,125 2902,8 keskiarvo
Variance 42382,41 76875,96 varianssi
Observations 8 10 havainnot
Pooled Variance 61785,03

Hypothesized Mean Difference 0

|df 16

t Stat 1,741442

P(T<=t) one-tail 0,050398

t Critical one-tail 1,745884

P(T<=t) two-tail 0,100795

t Critical two-tail 2,119905

Kuva 1: Ezcel:n antama tulostus tehtavan 1 datalle

Laske otoskeskihajonnat molemmille otoksille. (1p)
Maaréa tilanteeseen sopiva testimuuttuja. (1p)

Laske suureiden odotusarvojen erotuksen 95 % symmetrinen 2-suuntainen luot-
tamusvali. Mitéd mielta olet sen perusteella jalostuksen vaikutuksesta? (4p)

Mooren lain mukaan transistorien lukumaéara mikropiirilla kaksinkertaistuu joka toi-
nen vuosi. Taulukossa on transistorien lukumaéra mikropiirilla yksikkonéd miljoona
transistoria kahdeksalta vuodelta vuoden 2000 alusta alkaen.

c)

tl | 0 1 2 3 4 5 6 7
N [109 [ 372 42.6 55.7 151.2 273.8 305.1 5820 805.8

Maaraa regressiosuora muuttujien ¢ ja In N viélille ja laske regressiosuoran seli-
tysaste. Mitd mielta olet mallista? (2p)

Laske a)-kohdan regressiosuoran kulmakertoimen 95 % luottamusvli. Minka sa-
tunnaismuuttujan avulla saat laskettua luottamusvélin? Laske kriittisen alueen
raja rg. (3p)

Missé ajassa transistorien lukumééra kaksinkertaistuu a)-kohdan mukaisen mal-
lin mukaan? (1p)

Eraiden satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma on

X\Y[1 3 5
0 [5 0 0
1 |0 5 0
2 |0 0 3

Taulukko 1: Satunnaisvektorin (X, Y") pistetodenndkoéisyydet
Miké on satunnaisvektorin (X,Y’) arvojoukko? (1p)
Laske muuttujien X ja Y korrelaatiokerroin. (4p)

Maaraa muuttujien X ja Y vélinen riippuvuus niin tarkasti kuin se annettujen
tietojen ja laskelmien perusteella on mahdollista. (2p)



Tehtavien ratkaisuperiaatteet

1.

a)

Excel-tulostuksesta ndkee molempien otoksien 1 ja 2 otosvarianssit. Otoshajon-
nat ovat naiden neliGjuuret, eli s; = v/42382.41 =~ 205.87 ja s9 = \/76875.96 ~
277.27.

Tulosteen mukaan populaatiovarianssit o7 ja o2 on oletettu yhtésuuriksi, jolloin
tilanteeseen sopii satunnaismuuttuja (testimuuttuja)

(X =Y) = (ux — py)
1 1 \/(n—1)55+(m—1)55
n . m n+m—2

T —

~ tn+m—27

n o m
joka loytyy esimerkiksi kaavakokoelmasta.
Luottamusvali l6ydetaan b)-kohdan testimuuttujan 7" avulla ehdosta
P(—ro <T <rg) =95%.
Koska n+m—2 = 16, t-jakauman taulukosta loydetadn ro = 2.120. Tama 16ytyy

my0s Excel-tulosteesta. Puretaan epayhtalo —ry < T < ry auki odotusarvojen
erotuksen suhteen, jolloin saadaan luottamusvali

_ 1 1 (n —1)S2 + (m —1)S _ 1 1 (n —1)S2 4+ (m — 1)S}
X —-Y —roy/—+ — Spr—p2< X —-Y+roy/—+—
n m n+m—2 n m n+m—2

Excel-tulosteesta 16ydetaan otoskeskiarvot, otosvarianssit ja otoskoot. Kun lu-
kuarvot sijoitetaan paikoilleen, saadaan luottamusvalin realisaation alarajaksi
otoksessa

8 — 1)42382.41 + (10 — 1)76875.96

~ —44.6.
84102

11/
3108.125—2902.8—2.120¢ | = + —
\/8 * 10\/

Hieman vahemmalld naputtelulla olisi selvitty, jos olisi kdytetty Excel-tulosteen
yhdistettya otosvarianssia

(n—1)S2+ (m—1)52

52 = Y ~ 61785.03,
n+m-—2

mutta menihdn tuo kohtuudella tuota kaavaa ilmankin.
Vastaavalla tavalla 16ydetaén ylaraja, joten otoksesta laskettu luottamusvéli on

Lui—py = [—44.6,455.3).

Tamaéan perusteella jalostuksella ei ole tilastollisesti merkittavaa vaikutusta. Sa-
man lopputuloksen olisi toki voinut nadhdé suoraan myos Excel-tulosteen hypo-
teesien testauksesta.

Lasketaan transistorien lukumaérén N logaritmi In N ja syotetdan nain saatu
havaintoaineisto Exceliin, josta Data Analysis Toolpakin Regression-toiminnolla
saadaan regressiosuoraksi In N = 3.42 + 0.48t. Selitysaste on r? ~ 0.97, jonka
perusteella malli selittdd 97 % In N:n satunnaisvaihtelusta. Tamén perusteella
malli sopii todella hyvin dataan.



c)

Sopiva satunnaismuuttuja (testimuuttuja)

S:L‘Y

T=+vn— 1sx8”75 ~ th_o
Sr
loytyy esimerkiksi kaavakokoelmasta. Lasketaan muuttujan avulla kriittisen alu-
een raja ro ehdosta P(—rg < T < 19) = 0.95. Numeerisesti laskemalla tai ¢-
jakauman taulukosta saadaan ry ~ 2.447, silla vapausasteet ovat n — 2 = 6.
Puretaan epayhtalo —ry < T < rg auki :n suhteen, jolloin saadaan luottamus-
vali

misséd b on a)-kohdassa lasketun regressiosuoran kulmakerroin, s, on mallin
jaannoshajonta ja s, on ajan otoshajonta. Excel itse asiassa laskee valmiik-
si kulmakertoimen keskivirheen s,/v/n — 1s,, joten hajonnan s, laskeminen ei
edes ole véalttamatonta. Kulmakertoimen keskivirhe on Excelin mukaan SE(b) ~
0.03517. Niinpé otokselle lasketun luottamusvélin alarajaksi saadaan

b—roSE(b) =0.4798 — 2.571 - 0.03517 ~ 0.394,

joka loytyy suoraan myos Excel-tulosteesta. Vastaavalla tavalla loydetaan myos
ylaraja, joten luottamusvali on

I5 = [0.394, 0.566).

Olkoon a)-kohdan mallin mukaan In Ny = a + bt; ja In Ny = a + bty. Kun
Ny = 2N;, saadaan

2N,

In Ny —In Ny = In(2N;) — In(N;) = In (N
1

) =Iln2= b(tQ - tl),

josta saadaan kaksinkertaistumisaika

1 2 sij.
bty —t, = HT 1,44,

Taulukosta nahdéan, ettéd positiivinen todennakoisyys esiintyy ainoastaan pis-
tepareilla (0,1),(1,3) ja (2,5), joten satunnaisvektorin arvojoukko on Sxy =

{(0,1),(1,3),(2,5)}.

Korrelaatiokertoimen laskukaava

_ Cov(X,Y) E(XY)—E(X)E(Y)
AXY) = ox oy \/Var(X)\/Var(Y)

loytyy kaavakokoelmasta.

Taytyy siis laskea X:n ja Y:n odotusarvo ja varianssi seka tulon odotusarvo
E(XY). Koska kullakin rivilld ja sarakkeella on vain yksi nollasta poikkeava
pistetodennékoisyys, on X:n ja Y:n reunajakaumat helppo laskea. Muuttujan
X jakaumaksi saadaan
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Odotusarvoksi saadaan

2 1 1 1
E(X):ZkIP’(X:k):0~§+1~§+2~§:1.
k=0

Varianssille voidaan kayttaa laskukaavaa

2 5 2
Var(X) =E(X?) —E(X)*=> k¥ P(X=k)—1= - l=3
k=0
Vastaavalla tavalla saadaan Y:n reunajakauma
Y 1 3 5
SUETIER

odotusarvo E(Y') = 3 ja varianssi Var(Y') = £. Tunnusluvut olisi voitu vaihtoeh-
toisesti laskea suoraan yhteisjakaumasta ja odotusarvot olisi voinut padtelld
“ohtaluulla” symmetrian nojalla.

Lasketaan lopuksi vielda tulon odotusarvo

13

]E(XY):ZZZ‘j-]P’({X:i}ﬂ{Y:j}):;-1-34—;-2-5:3.

Nyt kaikki on laskettu korrelaatiokerrointa varten. Korrelaatio(kerroin) on

13
p(X,)Y) =2 —= =1
8

Vivs
Koska korrelaatio on 1, niin X:n ja Y:n valilla vallitsee lineaarinen riippuvuus,
joten a X +bY = c todennékoéisyydella yksi joillekin vakioille a, b, c. Sijoittamalla
yhtaloon pisteet (0, 1) ja (1, 3) saadaan yhtalot b = ¢ ja a+3b = ¢, joten a = —2c.
Valitsemalla ¢ = 1 nahdaan, ettd ¥ = 2X 4 1 todennakoisyydella yksi.




Kaavoja

Todennikoisyyden ominaisuuksia

Odotusarvoja ja variansseja

E(aX +bY) = aE(X) 4+ DE(Y),

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B),
P(A \B) P(ANTB) = P(4) — P(AN B),
P(A) =1-P(4),
P(A|B ) = (Aﬂ B)/P(B),
P(ajp) =~
P(B) = Y P(BIAP(4)
Ptnf. tai tf. px = E(X) 0% := Var(X)
P(X =) SLaP(X =1x) | Y.z — px)*P(X = x)
fx(z) JZwfx(@)da | [ (v — px)? fx(z)de
(D)o (1 =p)== | np np(1—p)
p(1—p)! 1/p (1-p)/p*
16— a) (a+b)/2 (b— a)?/12
e 0" 1/6 1/6?
;ﬁae_% L o?

Eraita testimuuttujia

Var(X) =

~ tn+m—27

X —
a/\/g ~ N(0,1) (likimain, kun "n on suuri”),
X —p
~ tn—h

5/\/_

(1x — MY)

\/ n—1)S2+ (m—1)S2

n+m—2

Jn—lSILNtn 9

Sy



Regressio, korrelaatio ja kovarianssi

CSey L
oa /o Say ”_1¢:1(IZ T)(Yi —); Sex = 55

y = a+ bzx; b=, a=7 — bx;

Y
Smx

r =

o 1 & p n—1 2\, .
sy = n_Q;(yi—a—b%) = n—2<1_r )Syy;
oxy = Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))),

— E(XY) — E(X)E(Y)
pXY) = 20

2,
Oxx = Ox;




