Tilastomatematiikka

Ensimmainen valikoe 16.02.2023

1.

Laske todennékoisyys P(A U B), kun

a) P(A)=0.5jaP(B)=0.3sekd tapahtumien A ja B oletetaan olevan riippumat-
tomat.

b) A={X <9} ja B ={X > 12}, missi X on normaalijakautunut satunnais-
muuttuja parametreilla p = 10 ja o = 1.

Piirra tehtavinannon mukaiset Vennin diagrammit.

Eraan ydinvoimalan kunnossapidosta vastaavien insindorien taytyy usein tarkistaa
jaahdytysjarjestelmassa olevien putkien sisdpinnan korroosio. Koska putkien sisé-
pinnan tutkiminen ei suoraan ole mahdollista, kdytetadn epasuoraa testia putkia
rikkomatta. Testi ei ole virheeton, vaan siind on seuraavat virhemahdollisuudet

-testitulos on negatiivinen, vaikka putkessa on korroosiota, 30 % todennékoisyy-
dell&.

-testitulos on positiivinen, vaikka putkessa ei ole korroosiota, 20 % todennakoi-
syydellé.
Oletetaan, etta putkissa on korroosiota 10 % todennakoisyydella.

a) Milla todennédkoisyydelld testitulos on positiivinen? Piirra tilannetta havainnol-
listava puukaavio.

b) Milld todennédkoisyydella putkessa on korroosiota, jos testitulos on positiivinen?

Digitaalisessa viestintdkanavassa yksittainen bitti vastaanotetaan virheellisena to-
dennikoisyydelld 1072 muista biteistd riippumatta. Jos lihetetddn 2023 bittid, niin
milld todennakoisyydella vastaanotetaan korkeintaan 16 virheellista bittia?

a) Maaraa tilanteeseen sopiva satunnaismuuttuja ja anna laskentakaava, jolla ky-
sytty todennékoisyys voidaan laskea. (2p)

b) Laske kysytty todennikéisyys normaalijakauma-approksimaatiolla. Kayta jat-
kuvuuskorjausta. (4p)

¢) Mita voit sanoa approksimaation tarkkuudesta? (1p)



Tehtavien ratkaisuperiaatteet

1. a) Kaavakokoelman ja riippumattomuuden mukaan

P(AU B) = P(A) + P(B) — (AN B) = P(A) + P(B) — P(A)P(B)
—05+0.3—05-0.3=0.65=65%.

b) Koska X ~ N(10,1), niin tapahtuman A todennékoisyydeksi saadaan

X —-E(X —1
P(A)=P(X <9)=P ) < 910 (standardointi)
Var(X) 1
=PZ<-1)=d(—-1)=1-o(1) (symmetriaominaisuus)
~ 0.1587 (taulukosta)
Vastaavalla tavalla saadaan
X —E(X 12 -1
P(A)=P(X >12)=P (X) > 0 (standardointi)
Var(X) 1
=P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-9(2) (Z on jatkuva sm.)
~ 0.0228 (taulukosta)
Koska A ja B ovat erilliset, on kysytty todennékoisyys
P(AUB) =P(A) + P(B) ~ 18%.
a) g b) g

QLI OR0:

Kuva 1: Vennin diagrammit tehtavaan 1

Kuvassa on oleellista, etteivit a)-kohdan tapahtumat voi olla erilliset, kun taas b)-
kohdan tapahtumat ovat erilliset.

2. Merkitdan

K = "putkessa on korroosiota”,
+/— = "testitulos on positiivinen /negatiivinen”.
Tiedetdan todennikoisyydet P(K) = 0.1, P(—|K) = 0.3 ja P(+|K) = 0.2.
a) Kysytédén todennakoisyytté P(+4). Kokonaistodenndkoisyyden mukaan
P(+) = P(+[K)P(K) + P(+[K)P(K) = (1 — P(—|K))P(K) + P(+|K)(1 — P(K))
=0.7-0.1+0.2-0.9=0.25,

eli testitulos on positiivinen 25 % todennékoisyydella.



Kysytaan todennakoisyytta P(K|4). Bayesin kaavan ja edelld lasketun koko-
naistodennéakoisyyden mukaan

_ P(+|K)P(K)  0.7-0.1

P(K|+) = PG = 025 — 28%.

Merkitaan X = "vastaanotettujen virheellisten bittien lkm.”; joka noudattaa bi-
nomijakaumaa Bin(2023,0.01). Kysytdin todennékoisyytta P(X < 16), joka bi-
nomijakauman pistetodennakoisyyksien laskukaavan mukaan on

16 16 2023
PIX<16)=) P(X =k)=>_ ( L )0.01’*0.99202“ ~ 20.5 %.
k=0

k=0
Viimeisen arvion saa vaikkapa Excelistd, mutta sitdhan téssa ei kysytty.

Normaalijakauma-approksimaatiota varten tarvitaan tunnusluvut E(X) = np =
2023-0.01 = 20.23 ja Var(X) = np(1—p) = 2023-0.01-0.99 = 20.0277. Kysytyksi
todennékoisyydeksi saadaan

P(X <16) =P(X <16.5) (jatkuvuuskorjaus)
=P (X —EX) < 165 - 20'23) (standardointi)
~ ®(—0.83) (normaaliapproksimaatio)
=1—(0.83) (symmetriaominaisuus)
~ 20.3 %. (taulukosta).

Jos on laskenut tarkan todennakoéisyyden, niin voi todeta, ettd arvio on aika
tarkka. Jos tarkkaa todennékoisyytta ei ole laskenut, voi todeta, ettd "n on aika
suuri”, jolloin approksimaatio toimii hyvin. Lisdksi esimerkiksi np(1—p) ~ 20 >
9, joten tdménkin arvion mukaan approksimaation pitaisi toimia.



Kaavoja

Todennikoisyyden ominaisuuksia

Odotusarvoja ja variansseja

E(aX +bY) = aE(X) 4+ DE(Y),

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B),
P(A \B) P(ANTB) = P(4) — P(AN B),
P(A) =1-P(4),
P(A|B ) = (Aﬂ B)/P(B),
P(ajp) =~
P(B) = Y P(BIAP(4)
Ptnf. tai tf. px = E(X) 0% := Var(X)
P(X =) SLaP(X =1x) | Y.z — px)*P(X = x)
fx(z) JZwfx(@)da | [ (v — px)? fx(z)de
(D)o (1 =p)== | np np(1—p)
p(1—p)! 1/p (1-p)/p*
16— a) (a+b)/2 (b— a)?/12
e 0" 1/6 1/6?
;ﬁae_% L o?

Eraita testimuuttujia

Var(X) =

~ tn+m—27

X —
a/\/g ~ N(0,1) (likimain, kun "n on suuri”),
X —p
~ tn—h
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Regressio, korrelaatio ja kovarianssi

CSey L
oa /o Say ”_1¢:1(IZ T)(Yi —); Sex = 55

y = a+ bzx; b=, a=7 — bx;

Y
Smx

r =

o 1 & p n—1 2\, .
sy = n_Q;(yi—a—b%) = n—2<1_r )Syy;
oxy = Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))),

— E(XY) — E(X)E(Y)
pXY) = 20

2,
Oxx = Ox;




