Tilastomatematiikka

Ensimmainen valikoe 18.02.2022

1.

Tarkastellaan erdan kuukauden aikana sairaalahoitoa vaativan koronatartuntojen
esiintyvyytta ikaryhmittain ja rokotussuojan mukaan kokoa N = 200000 olevassa
sairaudelle alttiissa populaatiossa.

Ikaryhmat
12-29 | 30-49 | 50-69 | 70+ | Yhteensa
Sairaalahoitoon Ei rokotettu 2 0 O 2
Rokotettu 1 1 3 5

Alttiita yhteensa | 46221 | 57365 | 59061 | 37353 | 200000
Rokotusaste | 82 % | 8 % | 92 % | 95 %

Taulukko 1: Sairaalahoitoa vaativan taudin esiintyminen ikaryhmittiin ja rokotussuojan
mukaan

Vastaa aineiston perusteella seuraaviin kysymyksiin.
a) Milld todennékoisyydelld henkil6 on alle 30-vuotias? (1p)
b) Milld todennakoisyydella henkilé on rokotettu? (2p)

¢) Jos henkilé on rokotettu, niin milld todennékoisyydelld han saa sairaalahoitoa
vaativan koronatartunnan? (3p)

a) Diskreetin satunnaismuuttujan X jakauma on
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Laske odotusarvo E(X) ja varianssi Var(X).
b) Jatkuvan satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

1

f(y)={3’ Vs

0, muulloin.
Laske odotusarvo E(Y') ja todennékoisyys P(Y > 1).

Tuotteita poimitaan tuotantolinjalta satunnaisesti tarkastusta varten. Pitkén aika-
valin kokemus on osoittanut, etta keskiméarin 3% tuotteista on tavalla tai toisella
rikki.

a) Erdanid maanantaina 110 tuotetta poimittiin tarkastettavaksi. Milld todenné-

koisyydella poimittujen tuotteiden joukossa oli ainakin kolme tavalla tai toisella
rikki?

b) Laske normaalijakauma-approksimaatiolla todennékoisyys, ettd 110 tuotteesta
korkeintaan 5 on rikki? Kayta jatkuvuuskorjausta.



Tehtavien ratkaisuperiaatteet

1. a)

b)

Aineiston perusteella alle 30-vuotiaita on yhteensd 46221, joten henkilé on alle

30-vuotias todenndkdisyydelld p = 3322 ~ 23 %.

Merkitdan tapahtumia

R = "henkil6 on rokotettu”,

A; = "henkil6 kuuluu ikdryhmééan i, i =1,2,3,4,

missa ikdryhma viittaa jarjestyksessaan taulukoissa annettuihin ikaryhmiin. Ko-
konaistodennakoisyyden mukaan

P(R) = P(R|A1)P(A1) + P(R[A5)P(A2) + P(R[A3)P(As) + P(R|A4)P(As)

46221 57365 59061 37353
=0.82- .85 - 92 - 99 -
08 200000 +0.85 200000 +0.9 200000 +0.95 200000
~ 88 %
Merkitdan S = "henkilo saa sairaalahoitoa vaativan koronatartunnan”. Kysy-

taan todennékoisyytta P(S|R), joka voidaan laskea vaikkapa “lukumédrien”

avulla. Rokotettuja joutuu sairaalahoitoon yhteensd 1+ 1+ 3 + 5 = 10 hen-

kiloa. Edellisen kohdan mukaan rokotettuja on yhteensa P(R)N, joten
P(SNR) 10

P = = ~57-107°
(S1R) = =Ry~ = 200000 BR) = > 10

eli alle 6 henkilod 100000:sta.

2. Molemmat satunnaismuuttujat ovat tasajakautuneita, joten odotusarvon voi paatella
"arkijarjella”.

a)

Koska jakauma on tasainen, niin ”arkijarjen” mukaan odotusarvo on E(X) = 2,
joka voidaan todeta myos laskemalla
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E(X):Zgjk.P(X:k) 2.

Varianssi sen sijaan joudutaan laskemaan esimerkiksi kaavakokoelmasta 1oyty-
villa kaavalla Var(X) = E(X?) — E(X)?, jonka mukaan
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Var(X) =Y k> P(X =k)—2° =
k=1
Téassd molemmat menevat "intuitiolla” tai "arkijérjella”, joten odotusarvo E(X) =
2 on "puolivilissd” ja P(Y > 1) = Z, silla {Y > 1} kattaa 2 vilistéd [0, 3]. Sama
asia voidaan todeta myos laskemalla
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3 31
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Y=g Ja (Y >1) 1f(y)y =3

Merkitdan X = "rikki olevien tuotteiden lukumééra otoksessa”, joka noudattaa
binomijakaumaa Bin(110,0.03). Kysytédén todennakoéisyytta P(X > 3). "Komple-
mentin kautta” saadaan

E(X) = /03 yf(y)dy =

P(X>3)=1-P(X <3)=1—(P(X =0)+P(X =1) + P(X = 2)) ~ 64 %.



b) Normaalijakauma-approksimaatiota varten tarvitaan tunnusluvut E(X) = np =
110 - 0.03 = 3.3 ja Var(X) = np(1 — p) = 110 - 0.03 - 0.97 = 3.201. Kysytyksi
todennékoisyydeksi saadaan

P(X <5) = (X < 5.5) (jatkuvuuskorjaus)
X 5.5 —3.3

E(X) < (standardointi)
\/Var (X) ~ V3201

~ $(1.23) (normaaliapproksimaatio)

~ 89 %. (taulukosta)

Binomijakaumalla laskettu tarkka todennikoisyys 88.6 % ~ 89 %.



Kaavoja

Todennikoisyyden ominaisuuksia

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B),
IED(A\B) P(ANB) =P(A) —P(AN B),
P(A) = 1 - P(A),
P(A|B ) P(AN B)/P(B),
P(B)P(A|B)
P(BLA) =~
Odotusarvoja ja variansseja
Ptnf. tai tf. px = E(X) 0% := Var(X)
P(X = z) SLrP(X =) | Y. (r — pux)*P(X = x)
fx (@) JZerfx(@)da | 2 (2 — px)? fx (z)da
(e =p)= | np np(1 —p)
p(l—p)*! 1/p (1-p)/p?
et a a
1/(b—a) (a+0)/2 (b—a)*/12
fe=0% 1/0 1/6?
el = o?
E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y), Var(X)=E((X —E(X))?) = E(X?) — E(X)?
Eraita testimuuttujia
Y — U oo . 9 £
N ~ N(0,1) (likimain, kun "n on suuri”),
X—p
~ tn—la
S/ \/_
— (ux — MY) ~ 1 )
\/ \/n—152 m-1s2 Y
n+m-—2
Vs M
Regressio, korrelaatio ja kovarianssi
Szy - _ _
r=————:s (i —Z)(Yi — )5 Sux = Si;
/Szar/Syy 1 ;
y = a+ bx; bzsﬁ; a =7 — bT;
S.’E.’IJ
1 & n—1
2 _ o p 2 2\ .
Sy n—9 ;(yz a — ba;) — 2<1 ) Syy;

oxy — COV()(7 Y)

p(X, Y) =

= E(XY)
OXy

Ox 0Oy

= E(X —E(X))(Y —E(Y))),
—E(X)E®Y)

2,
Oxx = Ox;



