Tilastomatematiikka

Ensimmainen valikoe 18.02.2021

1.

Laske todennékoisyys P(X > 1), kun
a) X ~ Bin(200,0.01).

b) X ~ N(2,1.98).

c) X ~ Poi(2).

Tieto siitd, kuka on sairastanut koronan, voidaan selvittad vasta-ainetestien avulla.
Vasta-ainetestin tulokseen liittyy epavarmuutta seuraavista syista johtuen.

(i) Koronan sairastaneen testitulos on positiivinen todennékoisyydelld 93.8 %. (sen-
sitiivisyys)

(ii) Testitulos on negatiivinen todennékoisyydella 95.6 % henkilélle, joka ei ole sai-
rastanut koronaa. (spesifisyys)

Oletetaan, ettd Oulun vakiluku on 208000 ja ettd koronan olisi sairastanut 4000
oululaista. Oletetaan lisaksi, ettd kaikille oululaisille tehtéisiin nyt vasta-ainetesti.

a) Kuinka monen oululaisen vasta-ainetestin tulos on positiivinen? (2p)

b) Milld todennédkdisyydelld positiivisen testituloksen saanut on sairastanut koro-
nan? Piirra tilannetta havainnollistava puukaavio. (4p)

Suositussa Pokemon Go-pelissi jahdataan niin sanotuissa raideissa toinen toistaan
komeampia legendaarisia pokemoneja, joita pelipiireissé kutsutaan legeiksi. Legella
on 3 yksilollista ominaisuutta X, Xy, X3, jotka voivat toisistaan riippumatta olla ko-
konaislukuja 10, 11,12, 13, 14, 15, jotka arvotaan tdysin satunnaisesti. Yksilon laadun
prosentteina ilmoittaa satunnaismuuttuja

100
Y = = (Xy + Xo + X3) .
45
a) Laske muuttujan X;, i = 1,2, 3, odotusarvo. (2p)
b) Laske muuttujan X;, i = 1,2, 3, varianssi. (2p)

c) Laske normaalijakauma-approksimaatiolla todennakéisyys, etta raidista saadaan
vahintdan 90-prosenttinen lege. Mita voit sanoa approksimaation tarkkuudesta,
kun simuloimalla saatu kolmidesimaalinen likiarvo on 0.1627 (4p)
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Tehtavien ratkaisuperiaatteet

1.

a) Koska X saa vain ei-negatiivisia kokonaislukuarvoja, kannattaa laskea todenné-
koisyys "komplementin kautta”

P(X>1)=1-P(X =0)=1-0.99" ~ 0.87.

b) Kiytetdin hyviksi standardointia Z = =20 — 3/{;2 ~ N(0,1), jonka mu-

Var(X) 1.98
kaan
X -2 1-2
PIX>1)=P > ~P(Z > -0.71 standardointi
(=20 =p (S22 T2 2Rz > o) ( )
=1—-®(-0.71) = (0.71) (symmetriaominaisuus)
~ 0.76. (taulukosta)

¢) Menetellddn téssd samalla tavalla kuin a)-kohdassa, jolloin kaavakokoelmasta
saatavan Poisson-jakauman pistetodennékoisyyden laskukaavalla saadaan

PX>1)=1-P(X =0) =1—e2~0.86.
Merkitaan

S = "henkil6 on sairastanut koronan”,

T = "testitulos on positiivinen”.

Tiedetéén todennikoisyydet P(S) = 5300 = =5, P(T'|S) = 0.938 ja P(T|S) = 0.956.

Viimeisimmasté todennikoisyydesti saadaan P(T|S) = 1 — P(T|S) = 0.044.

a) Virheellisista diagnooseista johtuen positiivisia tulee myos ei-sairastaneista. Toi-
saalta testi ei tavoita kaikkia sairastaneita. Sairastaneista tulee 0.938 - 4000 =
3752 ja ei-sairastaneista 0.044 - (208000 — 4000) = 8976 positiivista néytetta.
Yhteensa ndmaé tekevat 12728 positiivista naytetta.

b) Kysytddn todennakoisyytta P(S|T), joka Bayesin kaavan mukaan on

P(T|S)P(S)

PSIT) = =3y

Osoittajan todennékoisyydet tunnetaan, mutta nimittajan todennakoisyys on
tuntematon. Se taas saadaan kokonaistodennakoéisyyden kaavalla

S 1 1
P(T) = B(T|S)P(S) + P(T[S)P(S) = 0.938 = +0.04- (1 - 52) .
Edellisen perusteella kysytty todennakoisyys on
0.938 - = 938
(0.938 4 51-0.44)4 3182

P(S|T) = ~ 20%.

Samaan lopputulokseen padstaan luonnollisesti puukaaviolla ja a)-kohdasta saa-

duilla luvuilla, joiden mukaan todennékoéisyys on %. Jatetdan puukaavion

piirtdminen harjoitustehtavaksi. "Puun rungosta” ldhteva haara kannattaa teh-
dé sairastamisen mukaan, silla sairastaminen on ehtona naytteiden lopputulok-

sille (ehdollisille todennakoisyyksille).



Koska eri vaihtoehtoja yksilollisille ominaisuuksille on 6, on kunkin arvon to-
dennékoisyys %. Odotusarvoksi saadaan

i =E(X;) = = (10 +11 4+ 12+ 13 + 14 + 15) = 12.5.

@\)—l

Varianssi on méaritelman mukaan

15
o7 = Var(X;) = Y (k — w)*P(X; = k) = 2.916667.
k=10
Merkitaan S; = X; + Xy + X3, jolloin ¥V = 100 = 53. Kysytadn todennédkoisyytta
P(Y > 90) = P (S > %0%) = P(S > 40.5).

100
Lasketaan summan odotusarvo ja varianssi. Riippumattomuuden nojalla

E(S3) = pi1 + pio + p3 = 3-12.5 =375 ja Var(S3) =o? + 05 + 03 ~ 8.75.

Samalla tavalla kuin tehtdvassd 1 saadaan

S, S, 40.5 — 37.5
P(S5 > 40.5) =P | =— E( 3> (standardointi)
\ /Var 5'3 V8.75
~1—®(1.01) (normaaliapproksimaatio)
~ 1—0.8438 ~ 0.156. (taulukosta)

Tulosta voi pitaa varsin hyviana ottaen huomioon, etta yhteenlaskettavia on vain
3.



