Tilastomatematiikka

Toinen valikoe 12.03.2020

1. Oletetaan, etta kaytossa oleva laake auttaa 70 % potilaista. Jos otetaan uusi laake
kayttoon ja se auttaa 148 potilasta 200 potilaasta, joilla sité testattiin, niin voidaanko
sanoa, ettd uusi lddke on parempi kuin kiytossa oleva? Kayta riskitasoa 5 %.

a) Muotoile tilanteeseen sopivat hypoteesit.

b) Mika testimuuttuja sopii tahén tilanteeseen? Maardé testimuuttujan avulla kriit-
tisen alueen raja (kynnysarvo) r.

c) Tee johtopaitos seka kynnysarvon etta p-arvon perusteella.

2. Tutkittiin kvanttitunneloitumista kiinteédssa heliumissa tarkastelemalla, kuinka suuri
osuus y epdpuhtauksia lapaisee kiintedn heliumin eri lampotiloissa = [°C] ja saatiin
seuraava havaintoaineisto

x | -260.5 -255.7 -264.6 -265.0 -270.0 -272.0 -272.5 -272.6 -272.8 -272.9

y\ 0.425 0.224 0453 0475 0.705 0.860 0.935 0.961 0.979 0.990
a) Maéaraéd havaintoja vastaava regressiosuora ja korrelaatiokerroin.

b) Miké on regressiosuoran selitysaste? Mité voit sanoa mallin sopivuudesta tdmén
perusteella?

¢) Laske mallin antama ennuste, kun x = —275. Mita voit sanoa mallin antamasta
ennusteesta?

Valitse vain toinen seuraavista tehtavista. Tahtitehtavasta 3* voi saada 8 pistetta.

3. Tutkittiin koronaviruksen COVID-19 itdmisaikaa tarkastelemalla 25 virustartunnan
saanutta, joiden itamisajan keskiarvoksi saatiin 4.5 paivaa ja keskihajonnaksi 2.3
paivaa. Oletetaan, ettéd itdmisajat ovat toisistaan riippumattomia ja samalla tavalla

normaalijakautuneita.

a) Maaraa itdmisajalle sopiva piste-estimaatti. (1p)
b) Laske itdmisajan odotusarvon 95 % luottamusvéli. (4p)
¢) Mita voit sanoa kaytetyista mallioletuksista? (1p)

3*. Olkoot X,Y ~ N(0,1) riippumattomia satunnaismuuttujia ja olkoon Z = X +Y
satunnaismuuttujien X ja Y summa.

a) Maardéd satunnaisvektorin (X, Z) kovarianssimatriisi. (5p)

b) Tarkastellaan lineaarista muunnosta (V, W) = (X, Z) - A, missd A on matriisi

a=(s )

Pééttele mitd jakaumaa (V, W) noudattaa laskemalla yhteisjakauman kertymaé-
funktio ja tiheysfunktio. (3p)
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Tehtavien ratkaisuperiaatteet

1.

a)

Koska olemme kiinnostuneita, onko uusi ladke parempi ja toisaalta ldakkeen
auttamien suhteellinen osuus, asetetaan binomijakauman parametrille p hypo-
teesit

Hy : p=0.70,
Hy - p>0.70.
Merkitdaan X = 7ldakkeen auttavien lkm. otoksessa” ja oletetaan, etta ladke

auttaa kutakin potilasta muista potilaista riippumatta samalla tavalla, jolloin
X ~ Bin(n, p), missd n = 200 ja p on estimoitava parametri. Sopiva estimaattori

pille on p* = £ jolle E(p*) = p ja Var ( ) Sopiva testimuuttuja loydetaan
standardoimalla

*— E(p* X i 1ma1n
_ P w) = n P lkdmain (0,1) keskeisen raja-arvolauseen nojalla.
\/Var(p*) \/ (1n )
Koska vastahypoteesi H; : p > 0.70 on oikealle yksisuuntainen, kynnysarvo rg
saadaan ehdosta

P(Z > ro) = 0.05 < P(Z < rg) = 0.95 = ro = 1.645.

Testimuuttujan arvo otoksessa on

148
~ Hyp tosi 900 — 0.7
0.7(1-0.7)
200

Koska z = 1.23 < 1.645 = rq, johtopaatos on Hy, eli uutta laaketta ei voida
pitad parempana merkitsevyystasolla 5 %.
Samaan johtopéadtokseen paddytddn myos p-arvon p perusteella, silla

p=P(Z>123)=1—0(1.23) ~ 0.10 > 0.05.

~ 1.23.

Syottamélla data laskimeen ja kayttamalld laskimen tilastollisia toimintoja saa-
daan regressiosuoraksi y = —11.325 — 0.045x ja korrelaatiokertoimeksi r =~
—0.97.

Selitysaste on 7% ~ 0.94, joten malli selittdd 94 % osuuden y satunnaisvaihte-
lusta, miké on varsin hyva tulos.

Kun z = —275, saadaan mallin antamaksi ennusteeksi y ~ 1.05, mika on jarjeton
tulos. Mallin kédytossa on siis syyté olla varovainen havaintoalueen ulkopuolella.

Odotusarvolle sopiva piste-estimaatti on keskiarvo T = 4.5.

Koska populaatiohajonta ¢ on tuntematon, niin sopiva testimuuttuja on
X—p

—— ~ 1.

S/\v/n

Méaratadn 2-suuntainen symmetrinen 95 % luottamusvéli laskemalla ensin sel-
lainen g, ettd P(—ro < T < rg) = 0.95. Koska vapausasteiden lukumééra on
n — 1 = 24, saadaan t-jakauman taulukosta rq = 2.064.
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3*.

Sijoittamalla havaintoarvot T = 4.5 ja s = 2.3 oikean puolen epéyhtdloon saadaan
luottamusvaliksi

I, = [4.5 —2.064 - 2.3/v/25,4.5 4+ 2.064 - 2.3/v/25] = [3.55, 5.45]
kahden desimaalin tarkkuudella.

Riippumattomuusoletus lienee kunnossa, silla tartunnan itdminen etenee yksilossa
omana prosessinaan, mihin toisen yksilon itamisajalla ei ole vaikutusta. Samalla ta-
valla jakautuneisuus ei vélttamatta ole totta, silla yksilotasolla itdmisaika saattaa
olla hyvinkin erilainen. Samasta syysta hajonta voi vaihdella yksilosta toiseen. Nor-
maalijakaumaoletus voi olla kyseenalainen, sillé itamisaika on positiivinen ja otoksen
keskiarvo on aika lahelld nollaa seka hajonta kohtuullisen suurta. Lisaksi itdmisajan
madrittdmisessa saattaa olla suurta epavarmuutta.

a) Maééaritelman mukaan kovarianssimatriisi on

3 — Oxx Oxz
ozx Ozz)’
missa
oap = Cov(A, B) = E(AB) — E(A)E(B), A,Be{X, 7},

on muuttujien A ja B vélinen kovarianssi. Huomaa, ettd o044 = Var(A).
Oletuksien X,Y ~ N(0,1) ja Z = X + Y mukaan

oxx =Var(X)=1 ja ozz=Var(X+Y)=o0xx +0yy =2,

silla X ja Y ovat riippumattomia. Edelleen riippumattomuuden ja symmetrian
nojalla

ozx = 0xz = BE(XZ) —E(X)E(Z) = E(X(X +Y)) = E(X*) - E(X)E(Y) = 1,

sillA BE(X) =0jal=o0xy =E(X? —E(X)%
Edellisen perusteella satunnaisvektorin (X, Z) kovarianssimatriisi on

().

b) Tehtdvanannon perusteella V =X jaW = -X+7 = -X+ X +Y =Y. Koska
X ja'Y ovat riippumattomat, saadaan kertyméafunktioksi

Fyw,w) =P{X <v}n{Y <w}) =P(X <0)PY <w) = Fx(v)Fy(w).

Oletuksen X,Y ~ N(0, 1) nojalla saadaan derivoimalla edellisesté

0? 1 12 1 1,2
= F — — —§’U . —iw
fvw (v, w) oD v (v, w) = fx(v) fy(w) me \/ﬁe
— ieié(v2+w2)’
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joten (V, W) noudattaa 2-ulotteista standardinormaalijakaumaa.



