Tilastomatematiikka

Ensimmainen valikoe 13.02.2020

1.

Olkoon X ~ N(100,5%) normaalijakautunut satunnaismuuttuja ja olkoot
A={X <90} ja B={X>110}

tapahtumia.

a) Laske todennékoisyydet P(A) ja P(B).

b) Laske todennékoisyys P(A U B). Ovatko tapahtumat A ja B riippumattomia?

Satunnaismuuttujalla X on jakauma

a) Laske muuttujan X odotusarvo ja mediaani. Satunnaismuuttujan X mediaani
maaritellaan lukuna Mdx, joka kuuluu X:n arvojoukkoon ja jolle pétee
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P(X < Mdy) < 3 ja P(X >Mdy) > 7
(4p)
b) Anna esimerkki satunnaismuuttujasta Y, jolla on sama arvojoukko kuin satun-
naismuuttujalla X ja jolle puy = Mdy. (2p)

Viruksen tunkeutumista soluun voidaan ajatella satunnaisilmioné, jota voidaan mal-
lintaa Poisson-jakauman avulla. Talloin virusinfektion MOI-suhde ilmoittaa kuinka
monta viruspartikkelia péasee keskimédarin tunkeutumaan soluun. Oletetaan, etta
solu altistuu virusinfektiolle, jonka MOI-suhde on 2.1.

a) Milld todennakoisyydelld soluun tunkeutuu vahintdan yksi viruspartikkeli?

b) Laske a)-kohdan todennékoisyys normaalijakauma-approksimaatiolla. Kayta jat-
kuvuuskorjausta. Mité voit sanoa approksimaation tarkkuudesta?



Kaavoja

Todennikoisyyden ominaisuuksia

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B),
IP’(A\B) P(ANB)=P(A) —P(AN B),
]P( ) = 1= (A)>
P(A|B ) P(AN B)/P(B),
P(B)P(A|B)
P(BIA) = —pra
Odotusarvoja ja variansseja
Ptnf. tai tf. px = E(X) 0% = Var(X)
P(X = ) > 2P(X =) | X,z — px)’P(X = 2)
Jx(x) [ xfx(@)de | [2 (2 — px)? fx(2)de
(e =p)= | np np(1 —p)
p(1—p) 1/p (1-p)/p*
1'/(b—a> (a+b)/2 (b— a)?/12
e 0% 1/6 1/6?
217“76_(902—0%) " 0_2

E(aX +bY) = aE(X) 4+ DE(Y),

Eraita testimuuttujia

Var(X)

— E((X - E(X))?) = E(X?) - E(X)?

Ox 0Oy

~ tn+m—27

). _ 2.
_y)7 Szgx = Sy,

2.
Oxx = Ox;

X —

0/\//% ~ N(0,1) (likimain, kun "n on suuri”),

X —p

< = ~ -1,

S/\/ﬁ

(x — uy)
\/ n—1)S2 + (m—1)S;
n+m—2
vn — 1s, S”S Ntn 9
Regressio, korrelaatio ja kovarianssi

Szy 1 n B

r=-————/ s (x; —T)(y
VSea\/Syy -1 ;
Yy = a+ bx; bzsﬂ; a =7 — bz;
S$$

1 & n—1
57 = — Z;(yz‘ —a—bz;)’ = — 2(1 — 1)y}
oxy = Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y - E(Y))),

=E(XY)-EX)E(Y)

pXY) =2



Tehtavien ratkaisuperiaatteet

1.

a)

Koska X ~ N(100,5%), saadaan standardoimalla Z = 2= = X100 (0, 1).
Tapahtumalle A saadaan todennakoisyydeksi

X —100 90— 100
P(A)=P(X <90) =P < z < E ) (standardointi)
=P(Z <-2)=2(-2) (Fz(2) = @(2))
=1—-9(2) (symmetriaominaisuus)
~1—0.9772 ~ 0.023. (taulukosta)

Symmetrian nojalla P(B) = P(A).
Koska ANB ={X > 110} N {X <90} =0, on
P(AU B) = P(A) + P(B) £ 2. P(A) ~ 0.046.
Koska P(AN B) =0 # P(A)P(B) ~ 0.023%, A ja B eivdt ole riippumattomat.
Kaavoista saadaan diskreetin jakauman odotusarvoksi
—ik-IP’(X—k)—O-é+1 :1))+2 ;;l
=0) =

Koska P(X < 1) =P(X =0) :%jaIP’(Xz 1)=1-P(X
mediaanin méaritelmin mukaan Mdx = 1.

niin
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Sekéd odotusarvo ettd mediaani ovat keskilukuja. Ne ovat samat, jos jakauma
on symmetrinen “keskikohtansa” suhteen. Erityisen symmetrinen jakauma on
diskreetti tasajakauma Y, jolle P(Y = k) = é kaikilla k& = 0,1,2. Talloin
E(Y) =1 = Mdy, joten diskreetti tasajakauma on eras esimerkki.

Meité kiinnostaa satunnaismuuttuja
X = "soluun tunkeutuneiden viruspartikkelien lukumééara” ~ Poi(a).

Poisson-jakautuneen muuttujan X ~ Poi(a) odotusarvo on a, joten tehtavén-
annon mukaan X ~ Poi(2.1). Kysytdan todennakoisyytta

_ —leo

P(X >1)=1-P(X =0) <& ~ 0.88.

Koska X ~ Poi(2.1), niin kaavojen mukaan E(X) = 2.1 ja Var(X) = 2.1, joten
standardoimalla saadaan
X — E(X) . X -21 norm.appr.

7Z = = N(0,1).
\/ Var(X) V2.1
Kysytyksi todennakoéisyydeksi saadaan
1
PX>1)=PX > 5) (jatkuvuuskorjaus)
X—-21_05-21
=P > ~P(Z > —1.10) (standardointi)
V2.1 V2.1
=1—®(-1.10) = ¢(1.10) (symmetriaominaisuus)
~ 0.86. (taulukosta)

Approksimaatio toimii kohtuullisen hyvin, vaikka a = 2.1 &~ np ei ole erityisen
suuri.



