Tilastomatematiikka

Loppukoe 11.04.2019

1.

Lahetetaén 4 bittia digitaalisessa viestintdkanavassa. Yksittainen bitti vélittyy joko
oikein tai virheellisend muista biteistd riippumatta. Olkoot

A; = 7u:s bitti valittyy virheellisend”, i =1,2,3,4,

tapahtumia.

a) Maaraa tilanteeseen sopiva otosavaruus ja luettele suotuisat alkeistapahtumat
tapahtumille

A:AlﬂAQOAgﬂA4 ja B:(AlmAg)U(AgmA4)

b) Maaraé a)-kohdassa annettujen tapahtumien A ja B todennédkoéisyydet, jos yk-
sittainen bitti valittyy virheellisend todennakéisyydella p.

Elektronisen komponentin eliniké tunteina on satunnaismuuttuja X, jonka tiheys-
funktio on

fx(z) = ﬁe_ﬁooz, x> 0.

a) Valmistaja antaa komponentin takuuidksi 500 tuntia. Mill& todennékoisyydella
komponentti kestda takuuajan?

b) Jos komponentti on ollut ehjéna kaytosséd 500 tuntia, niin milld todennakoéisyy-
della komponentti kestaé toiset 500 tuntia?

Analysoitiin katalyytin vaikutusta eraén kemiallisen prosessin keskiméaéraiseen saan-
toon. Katalyytti 1 on kaytossa, mutta katalyytti 2 on halvempi, joten sita olisi syyta
kayttaa edellyttaen, ettei sen kdyttéo muuta prosessin saantoa. Muotoile sopivat hy-
poteesit ja testaa ne riskitasolla 5%, kun analyysi antoi seuraavan havaintoaineiston

n T S
Katalyytti 1 | 8 | 92.26 | 2.39
Katalyytti 2 | 8 [ 92.73 | 2.98

Kannattaako katalyyttia vaihtaa tamén aineiston perusteella?

Tutkittiin transistorin kantavirran y [mA] ja kanta-emitterijannitteen = [V] vélista
yvhteytta. Saatiin seuraavat mittaukset

m‘ 1.1 1.2 13 14 15 16 17 18 19 20
y‘0.734 088 1.04 1.19 135 150 1.66 1.81 197 2.12

a) Maardd havaintoja vastaava regressiosuora. Piirrd havaintopisteet ja regressio-
suora samaan koordinaatistoon.

b) Paljonko mallin mukaan kasvaa kantavirta, kun jannite kasvaa yhden voltin?

¢) Miké on mallin mukaan kantavirta, kun jannite on 0 [V]? Miten tulkitset tulok-
sen?

Maaraa ¢ ja muuttujien X ja Y vélinen kovarianssi, kun satunnaisvektorin (X,Y")
arvojoukko on Syy = {(z,y)|z = 1,2, y = 1,2} ja pistetodennikdisyydet ovat
muotoa p,, = P{X =z} N{Y =y}) = c(z + y) kaikilla (z,y) € Sx.y.
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1.

Lahetetaén 4 bittia digitaalisessa viestintdkanavassa. Yksittainen bitti vélittyy joko
oikein tai virheellisend muista biteistd riippumatta. Olkoon

S = {.131372.1’3334 ’ x; € {O, 1}, 1= 1,2,3,4}
satunnaiskoetta kuvaava otosavaruus ja olkoot

A; = 7u:s bitti valittyy virheellisend”, i =1,2,3,4,

tapahtumia.
a) Ovatko tapahtumat A; toisensa poissulkevia? (2p)
b) Luettele suotuisat alkeistapahtumat tapahtumille (4p)

A:A1UA2UA3UA4 ja B:(A1UA2)H(A3UA4)

Satunnaismuuttuja X on Pareto-jakautunut parametreilla m > 0 ja o > 0, jos sen

kertyméafunktio on
m

Fx(z)=1- ()a, x> m.

T

a) Mitéd arvoja X saa? Laske odotusarvo E(X), kun o > 1.

b) Jos X kuvastaa tietyssa populaatiossa kuukausittaisia ansiotuloja ja o = 1.2 se-
k& m = 500 [€], niin mill& todennakéisyydella satunnaisesti valittu populaation
edustaja tienaa vahintdan 4000 €7

Testattiin 20 komponentin kestédvyytta [MPa] vetokokeessa. Keskiméaraiseksi veto-
kuormaksi, jolla komponentti meni rikki, saatiin 13.71 [MPa] ja keskihajonnaksi 3.55
[MPa]. Oletetaan, ettd vetokuorma on normaalijakautunut. Ylittd&dko vetokuorma
otoksen perusteella 12 [MPa]? Testaa sopivat hypoteesit riskitasolla 5%.

Tarkastellaan havaintoja
x| 0 1 2 3 4

y|-05 -05 15 35 7

a) Piirrd havaintoja vastaava sirontakuvio. Mitd voit sanoa muuttujien vélisestd
riippuvuudesta sen perusteella? (2p)

b) Muodosta malli y = a+ bx? havaintojen vilille. Maérii kertoimet a ja b pienim-
mén neligsumman menetelmalla. (4p)

Maaraa vakio ¢ ja kovarianssimatriisi satunnaisvektorille (X,Y"), jonka arvojoukko
on Sxy ={(i,7)|i=1,2, j = 1,2} ja pistetodennékoisyydet ovat muotoa

pij=P{X =i}n{Y =j})=c-i-j kaikilla (z,y) € Sxy.
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1.

Kuvaan 1 on merkitty eraiden tapahtumien todennakoisyyksia prosentteina.

Kuva 1: Tapahtumia ja niiden todennékoisyyksid prosentteina

Laske todennékoisyydet

P(A), P(BNC), P(BUC), P(A|B), P(BUC|A) ja P(A|BUC).

Tehdas valmistaa pultteja, joiden tavoitepituus on 6 senttia. Oletetaan, etté pulttien
pituus on normaalijakautunut satunnaismuuttuja parametreilla = 6 ja ¢ = 0.06.

a) Pulttien laatua pidetddn riittdviné, jos niiden pituus on toleranssirajojen 5.9
senttid ja 6.1 senttid valissa. Kuinka suuri osa pulteista tayttda taman laatu-
vaatimuksen?

b) Pulttien laatua halutaan parantaa sdatamalld hajontaa o. Mikd hajonnan on
oltava, jotta 99 % pulteista on toleranssirajojen sisalla?

Matkapuhelimen akun valmiusajalle on asetettu 200 tunnin takuu. Tutkittiin 5000
akkua, joista 15 lopetti toiminnan ennen 200 tuntia. Tukevatko ndma koetulokset
véitettd, ettd korkeintaan 0.2 prosenttia yrityksen valmistamista akuista ei kesta
takuuaikaa? Muotoile sopivat hypoteesit ja testaa ne luottamustasolla 95 %.

Tarkastellaan bakteeriviljelméan kasvua, kun x on aika vuorokausissa viljelyksesta ja
y on bakteerien lukumaéré tuhansissa. Saatiin seuraavat havainnot

x| 3 6 9 12 15 18
y | 115 147 239 356 579 864

a) Piirrd suureita x ja Iny vastaava sirontakuvio. Mité voit sanoa muuttujien vé-
lisesta riippuvuudesta sen perusteella? (2p)

b) Muodosta malli y = a - *® havaintojen vilille. Mairia kertoimet a ja b sovelta-
malla pienimman neliGsumman menetelmaa suureisiin z ja Iny. (4p)

Anna esimerkki kaksiulotteisesta jakaumasta ja laske muuttujien vélinen kovarianssi
antamallesi jakaumalle.
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1. Olkoon S = {a,b,c,d,e, f, g, h} otosavaruus sekd A = {a,c,e, g} ja B = {a,b,c,d, e}
tapahtumia. Laske todennakoisyydet

P(ANB), P(AB) ja P(AB),
kun oletetaan, etté kaikki alkeistapahtumat ovat yhta todennakéisia.

2. a) Olkoon X ~ N(100,10) normaalijakautunut satunnaismuuttuja. Laske toden-
nakoisyys P(X > 85).

b) Olkoon X ~ N(100, 0) normaalijakautunut satunnaismuuttuja. Milla hajonnan
o arvolla P(X > 85) = 0.87

3. Tutkittiin katalyytin vaikutusta erdan kemiallisen prosessin saantoon ja saatiin seu-
raavat havainnot prosessin saannolle

Katalyytti 1 | 91.50 94.18 92.18 95.39 91.79 89.07 94.72 89.21
Katalyytti 2 | 89.19 90.95 90.46 9321 97.19 97.04 91.07 92.75

Muotoile sopivat hypoteesit ja testaa ne riskitasolla o = 0.05, kun halutaan tutkia,
onko katalyytilld vaikutusta prosessin keskimadraiseen saantoon.

4. Eraalla kurssilla saatiin seuraava arvosanajakauma

|0 1 2 3 45
y |49 28 18 10 8 7

missd y on arvosanan x saaneiden opiskelijoiden lukuméara.

a) Piirrd suureita x ja Iny vastaava sirontakuvio. Mité voit sanoa muuttujien vé-
lisesta riippuvuudesta sen perusteella? (2p)

b) Muodosta malli y = Ce** havaintojen vilille. Mairié kertoimet C ja k sovelta-
malla pienimman neliGsumman menetelmaa suureisiin z ja Iny. (4p)

5. Anna esimerkki kaksiulotteisesta satunnaismuuttujasta X = (X, Y), jolle

a) X jaY ovat riippumattomat,

b) X jaY eivit ole riippumattomat.



Kaavoja

P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B)

\B) = P(AN B) = P(A) — P(AN B)
) =
|B

"U"U

A)=1-P(A)

A|B) = P(AN B)/P(B)

/(b—a) E(X) = (a+b)/2, Var(X) = (b —a)?/12
“ E(X) =1/, Var(X) = 1/6*

k) = (Z)p’“(l —p)" ", E(X) =np, Var(X) = np(1 - p)
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