Tilastomatematiikka

Loppukoe 03.05.2018

1. Kuvaan 1 piirretyssé Vennin diagrammissa suorakaide kuvastaa otosavaruutta S ja ympyrét
joukkoja A ja B.

a) Anna esimerkki diagrammiin sopivista tapahtumista A ja B ja mééraa todennakoisyy-
det tapahtumille A, B ja AU B. (5p)

b) Ovatko a)-kohdassa antamasi tapahtumat A ja B riippumattomia? (1p)

Kuva 1: Vennin diagrammi

S

2. Laske todennékéisyys P(X < 2), kun
a) X ~ N(0,2).
b) X ~ Bin(10, 1).
c) X ~ Poi(2).

3. Testaa 95% luottamustasolla hypoteesi Hy : p = 100 vastaan Hi : p < 100, kun on tehty
mittaukset

94 101 93 101 91 95 100 100

Maaras tilanteeseen sopiva testimuuttuja ja laske sen arvo otoksessa. Mikd on kriittisen
alueen raja?

4. Tutkittiin erdén kemiallisen yhdisteen liukenemista veteen. Taulukkoon on koottu liuenneen
aineen maard y [g] eri lampétiloissa z [°C.
z|0 15 30 45 60 75
y |8 12 25 31 44 48

a) Laske havaintoja vastaava regressiosuora ja méaraé lineaarisen mallin selitysaste. (2p)

b) Muodostetaan muuttujien vilille regressiomalli Y; = a + B; + €, missd € ~ N(0,0?).
Laske kulmakertoimen £ symmetrinen 95% luottamusvéli. (4p)

5. Muuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodennikoisyydet ovat

X\Y | O 1
0.21 0.26
1 0.19 0.34
a) Maarad muuttujien X ja Y odotusarvo. (2p)
b) Laske muuttujien X ja Y vilinen korrelaatiokerroin. (4p)

6. Anna arvio tistd kokeesta saamastasi pisteméérastd. Jos arviosi on kahden pisteen sisilla
todellisista pisteisté, saat yhden lisdpisteen.



Kaavoja

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

P(A\B) = P(ANB) = P(A) — P(AN B)

P(A) = 1 — P(A)

P(A|B) = P(AN B)/P(B)

f(z) =1/(b—a), E(X) = (a +b)/2, Var(X) = (b— a)?/12

f(z) =07 E(X)=1/0, Var(X) = 1/6>

P(X =k) = (Z)p’“(l —p)" ", B(X) = np, Var(X) =np(1 —p)

P(X = k) =p(1-p)*", E(X) =1/p, Var(X) = (1 - p)/p’
ak

P(X =k)= e e E(X)=a, Var(X) =a

f/\/g ~ N(0,1) (likimain, kun "n on suuri”)

X- t

S/f T

(X —Y) — (e — p1y)

~ tn+m—2;

1 1 [(n=1)S2+(m—1)S?
no o m n+m-—2
Soy y Szy = L i(inz _T)(yl _g); Sy = Sg;
\/sm, /sy n—1 prt
Yy =a+bzx; b:—y; a=75—bT
8331:
n—1
2_ Yi —a — bx;) :n_2(1—r2)syy
Sy B
Vn — 18,2 5’ ~ tp_9;
T

E(aX +bY) = aE(X) +bE(Y); Var(X) = E((X — E(X))?);
oxy = Cov(X,Y) =E(X —E(X))(Y —E(Y))), oxx =0%;
= E(XY) - E(X)E(Y)

oXxXYy
p(X,Y) = .
ox 0y




Tilastomatematiikka

Kesatentti 09.06.2018

1.

Kuvaan 1 piirretyssé Vennin diagrammissa suorakaide kuvastaa otosavaruutta S ja ympyréat
joukkoja A ja B.

a) Anna esimerkki diagrammiin sopivista tapahtumista A ja B ja todennikoisyyksista
tapahtumille A, B ja AN B. (5p)

b) Ovatko a)-kohdassa antamasi tapahtumat A ja B riippumattomia? (1p)

S

Kuva 1: Vennin diagrammi

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on

0, z <0,
Fx(z) = %xz—l—%x, O0<ax <,
1, Tz > 1.

a) Laske todennékoisyys P(0 < X < %)
b) Laske odotusarvo FE(X).

c) Laske keskihajonta ox.

Kyselytutkimuksella haluttiin selvittda sote-uudistuksen kannatusta. Mielipide kysyttiin
1000 kansalaiselta, joista 587 vastusti sote-uudistusta. Ma&raa sote-uudistusta vastustavien
suhteellisen osuuden 95% luottamusvali.

Hankalasti vaihdettavan komponentin kayttoialtd vaadittiin, ettd sen odotettavissa oleva
kiyttoikd on ainakin 95 %:n varmuudella vahintdan 1100 kdyttotuntia. Jarkevan hintatar-
jouksen tehneen valmistajan komponentteja testattiin valitsemalla tuotannosta satunnaises-
ti 15 komponenttia, jotka kiytettiin loppuun aidoissa olosuhteissa. Havaitut komponenttien
kestoiédt tunteina olivat

998,1217,1093,1124,1270, 1220, 1018, 1096, 1150,1111, 1311, 1005, 1190, 1075, 1060.

Testaa hypoteesit Hy : p < 1100 vastaan Hp : p > 1100 riskitasolla 5 %. Kannattaako
komponentteja tdmén otoksen perusteella hankkia kyseiseltd valmistajalta?

Muuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodennakoéisyydet ovat

X\Y[ 0 1
0 |0.03 022
1 1020 055

a) Maarad muuttujien X ja Y odotusarvo. (2p)

b) Laske muuttujien X ja Y vilinen korrelaatiokerroin. (4p)



Kaavoja

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

P(A\B) = P(ANB) = P(A) — P(AN B)

P(A) = 1 — P(A)

P(A|B) = P(AN B)/P(B)

f(z) =1/(b—a), E(X) = (a +b)/2, Var(X) = (b— a)?/12

f(z) =07 E(X)=1/0, Var(X) = 1/6>

P(X =k) = (Z)p’“(l —p)" ", B(X) = np, Var(X) =np(1 —p)

P(X = k) =p(1-p)*", E(X) =1/p, Var(X) = (1 - p)/p’
ak

P(X =k)= e e E(X)=a, Var(X) =a

f/\/g ~ N(0,1) (likimain, kun "n on suuri”)

X- t

S/f T

(X —Y) — (e — p1y)

~ tn+m—2;

1 1 [(n=1)S2+(m—1)S?
no o m n+m-—2
Soy y Szy = L i(inz _T)(yl _g); Sy = Sg;
\/sm, /sy n—1 prt
Yy =a+bzx; b:—y; a=75—bT
8331:
n—1
2_ Yi —a — bx;) :n_2(1—r2)syy
Sy B
Vn — 18,2 5’ ~ tp_9;
T

E(aX +bY) = aE(X) +bE(Y); Var(X) = E((X — E(X))?);
oxy = Cov(X,Y) =E(X —E(X))(Y —E(Y))), oxx =0%;
= E(XY) - E(X)E(Y)

oXxXYy
p(X,Y) = .
ox 0y




Tilastomatematiikka

Loppukoe 13.09.2018

1.

Olkoot A ja B tapahtumia, joille P(A) = 0.3, P(B) = 0.5 ja P(AN B) = 0.24.
a) Laske todenniiksisyydet P(AU B), P(AU B), P(A\ B) ja P(AU B). (4p)
b) Ovatko tapahtumat A ja B riippumattomia? Entépi A ja B? (2p)

Erdalla tuotantolinjalla on kaksi konetta, joista kone 1 tekee 70% tuotteista ja kone
2 loput 30%. Tiedetddn, ettd koneen 1 valmistamista tuotteista on 2% viallisia ja
koneen 2 valmistamista tuotteista on 3% viallisia.

a) Milld todenndkoisyydella satunnaisesti valittu tuote on viallinen?

b) Milld todennékoisyydelld satunnaisesti valittu viallinen tuote on koneen 1 val-
mistama?

Poliitikko vaittaé, ettd 30 prosenttia kansasta kannattaa hédnen ehdotusta. Kyselytut-
kimuksessa kysytadn 1600 henkilon mielipidetté ja heistd 431 ilmoittaa kannattavan-
sa kyseista ehdotusta. Laske otoksesta normaaliapproksimaation avulla 95 prosentin
luottamusvali ehdotuksen kannatukselle. Pitdako poliitikon véite paikkansa?

Tarkastellaan hypoteesien Hyp = 100 ja Hy @ p < 100 testausta luottamustasolla
95%, kun on suoritettu mittaukset

90.1,99.4,92.9,96.8,98.9,93.2,100.1, 100.1.

a) Valitse tilanteeseen sopiva testimuuttuja. Mikd on testimuuttujan arvo otokses-
sa?

b) Miki on kriittisen alueen raja?

¢) Miten tehddédn johtopéaitos? Ilmoita johtopadtods annetuille hypoteeseille ja ha-
vaintoaineistolle.

Heitetddn kolme kertaa virheetonta kolikkoa. Olkoon X ilmestyvien kruunien luku-
madra ja Y kahdessa ensimmaéisessa heitossa esiintyvien klaavojen lukuméara.

a) Esitd intuitiivinen perustelu, miksi X ja Y eiviit ole riippumattomia. Totea sama
asia laskemalla. (2p)

b) Laske muuttujien X ja Y vilinen kovarianssi. (4p)



AUB)=P(A)+P(B)-P(ANDB)

P(A\B) = P(AN B) = P(A) — P(AN B)
A)=1-P(A)
A|B) = P(AN B)/P(B)

1/(b—a), E(X) = (a+b)/2, Var(X) = (b— a)?/12
=fe % E(X) =1/, Var(X) = 1/6?
X =k)= (Z)pk(l —p)"", E(X) = np, Var(X) = np(1 —p)

(
P(X = k) =p(1—p*", B(X) =1/p, Var(X) = (1 —p)/p’
(

ak

P(X =k) = y@‘a E(X)=a, Var(X) =a

X N(0,1) (likimain, kun ” i)
~ ikimain, kun "n on suuri

0/\/_

X —yp

o= ~ it

S/\/n

(X = Y) — (o — 1)
1+i¢m—mﬁ+m—n%

n o m n+m-—2

~ tn+m72;

n
_ Say 1

Szy = (zi —Z)(yi — V) SwwISiJ
,/sm,/sy Y n—liz:;

Yy = a+ bx; b:—y; a=79Y—bx

Sl‘$

n

1 n—1
s; = > (yi—a—br)* = (1—=1%)sy,

n— 2“4 n—2
=1
S:L‘Y

Vi T,

E(aX +bY) = aE(X) +bE(Y); Var(X) = E((X — E(X))?);
oxy = Cov(X,Y) = E((X —EX))(Y —E(Y))), oxx = 0%;
= E(XY) - E(X)E(Y)

pXY) = -
ox 0Oy

~ tn72;




Tilastomatematiikka

Loppukoe 08.11.2018

1.

Olkoon S = {a,b,c,d,e} erdén satunnaiskokeen otosavaruus ja alkeistapahtumiin
liittyvat todennakdisyydet

S ‘ a b c d e
P({s}) 0.1 01 02 04 0.2

Olkoot A = {a,b,c} ja B ={c,d, e} tapahtumia. Laske todenndkéoisyydet

P(A), P(B), P(AU B), P(AN B) ja P(A|B).

Digitaalisessa viestintdkanavassa yksittdinen bitti vastaanotetaan virheellisené to-
dennikoisyydelld 1075 muista biteistd riippumatta. Jos lihetetdsin 16 miljoonaa bit-
tid, niin milla todennakoisyydelld vastaanotetaan enemmén kuin 150 virheellista bit-
tia?

a) Madraa tilanteeseen sopiva satunnaismuuttuja ja anna laskentakaava, jolla ky-
sytty todennédkoisyys voidaan laskea. Itse todennékoisyyttéa ei tarvitse laskea.

(2p)
b) Laske kysytty todennékoisyys normaalijakauma-approksimaatiota kdyttamaélla.

(4p)

Insinoorin téytyy estimoida populaation tuntematonta odotusarvoa. Sité varten han
tekee joitakin mittauksia. Oletetaan, ettd hin kerdd normaalisti jakautuneen satun-
naisotoksen 1, 2, 3,4, 5.

a) Maéarad odotusarvolle sopiva piste-estimaatti. (2p)

b) Laske odotusarvon 95% luottamusvéli. (4p)

Tarkastellaan dataa

x| 1 2 3 4 5 6
y|14 33 40 63 76 85

a) Piirrd dataa vastaava sirontakuvio. Mitd voit sanoa muuttujien z ja y lineaari-
sesta riippuvuudesta sirontakuvion perusteella? (2p)

b) Testaa regressiosuoran kulmakerrointa koskevat hypoteesit Hy : 5 = 0 vastaan
H, : f # 0 kdyttamalla 95% luottamustasoa. (4p)

Olkoon (X,Y') satunnaisvektori, jonka jakauma on seuraavan taulukon mukainen.

Y
0 0.1 0.2 0.2
X 1 02 03 0
a) Ovatko X ja Y riippumattomia? (2p)

b) Laske muuttujien X ja Y kovarianssi. (4p)



AUB)=P(A)+P(B)-P(ANDB)

P(A\B) = P(AN B) = P(A) — P(AN B)
A)=1-P(A)
A|B) = P(AN B)/P(B)

1/(b—a), E(X) = (a+b)/2, Var(X) = (b— a)?/12
=fe % E(X) =1/, Var(X) = 1/6?
X =k)= (Z)pk(l —p)"", E(X) = np, Var(X) = np(1 —p)

(
P(X = k) =p(1—p*", B(X) =1/p, Var(X) = (1 —p)/p’
(

ak

P(X =k) = y@‘a E(X)=a, Var(X) =a

X N(0,1) (likimain, kun ” i)
~ ikimain, kun ”n on suuri

0/\/_

X —yp

o= ~ it

S/\/n

(X = Y) — (o — 1)
1+i¢m—mﬁ+m—n%

n o m n+m-—2

~ tn+m72;

n
_ Say 1

Szy = (zi —Z)(yi — V) SwwISiJ
,/sm,/sy Y n—liz:;

Yy = a+ bx; b:—y; a=79Y—bx

Sl‘$

n

1 n—1
s; = > (yi—a—br)* = (1—=1%)sy,

n— 2“4 n—2
=1
S:L‘Y

Vi T,

E(aX +bY) = aE(X) +bE(Y); Var(X) = E((X — E(X))?);
oxy = Cov(X,Y) = E((X —EX))(Y —E(Y))), oxx = 0%;
= E(XY) - E(X)E(Y)

pXY) = -
ox 0Oy

~ tn72;




