TILASTOMATEMATIIKKA

Harjoitus 7 ratkaisut, kevat 2018

1. Heitetdén kolme kertaa virheetdnté kolikkoa. Olkoon X ilmestyvien kruunujen lukumééra
ja Y kahdessa ensimmaéisessé heitossa esiintyvien klaavojen lukumééra.
a) Maarad muuttujien X ja Y yhteisjakauma.
b) Maarad muuttujien X ja Y odotusarvo.
c) Esitd intuitiivinen perustelu, miksi X ja Y eivit ole riippumattomia muuttujia. Totea
sama asia laskemalla. Maarasa muuttujien X ja Y vélinen korrelaatiokerroin.
d) Milld todennakoisyydella kruunujen lukuméérd on suurempi kuin kahdessa ensimmaéi-
sessé heitossa esiintyvien klaavojen lukum&ard?
Ratkaisu:

a)

b)

Méératadn ensin muuttujien X ja Y médrddmén satunnaisvektorin (X,Y) arvojoukko
Sxy = Sx X Sy, missd Sx on muuttujan X arvojoukko ja Sy on muuttujan Y arvo-
joukko. Koska kruunia voi olla joko 0, 1, 2 tai 3 ja kahdessa ensimmaéisessd heitossa klaavoja
voi olla 0,1 tai 2, niin arvojoukoksi saadaan

SXY = SX X Sy = {(0,0), (0, 1), cey (3, 1), (3,2)}.

Alkioiden lukumé&édrd on #Sxy = 4 x 3 = 12, joista jokaisen pistetodennikoisyys voidaan
laskea helposti luettelemalla kullekin vaihtoehdolle suotuisat alkeistapahtumat satunnais-
kokeesta

“heitetaén kolikkoa 3 kertaa”,

jonka otosavaruudeksi voidaan ottaa
S={HHH,HHT,HTH,THH,HTT, THT,TTH,TTT},

missd H = "heitto on kruuna” ja T' = "heitto on klaava”.
Laaditaan yhteisjakauman pistetodennékoisyyksille taulukko, mihin on merkitty myos reu-
najakaumien pistetodennakédisyydet.
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Otetaan esimerkkiné kahden arvopisteen pistetodennékoisyyksien laskeminen. Esimerkiksi
arvolle (X,Y) = (0,1) ei ole yhtéén suotuisaa alkeistapahtumaa, sillé jos kruunia ei esiinny
yhtéaén, taytyy kahdessa ensimmaisessa heitossa olla tdsmaélleen 2 klaavaa. Otetaan toiseksi
esimerkiksi arvopiste (X,Y) = (1,1). Kruunujen lukumééréille X = 1 on 3 suotuisaa al-
keistapahtumaa HTT,THT,TTH, joista alkeistapahtumat HTT ja THT ovat suotuisia
arvolle Y = 1. Téasta saadaan todennékoisyydeksi
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Muuttujien X ja Y odotusarvot voidaan laskea yhteisjakauman taulukosta. Merkitdan



Luentokalvoissa esitetyn odotusarvon laskentakaavan

EX)= /_Z /_0; zfxy(z,y)dzdy

diskreetti analogia on

E(X): E E i'pija
i
joka nyt meidén esimerkissdmme saa arvon
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joka oltaisiin toki voitu laskea myds suoraan X:n jakaumasta. Odotusarvo on itse asiassa
laskettu harjoituksen 3 tehtévissi 1 a).
Vastaavasti muuttujan Y odotusarvoksi saadaan
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EY)=> Y j-P(X=ijaY =j)=--- =1,

i=0 j=0
joka olisi saatu helposti my6s suoraan.

Muuttujat X ja Y eivat intuitiivisesti voi olla riippumattomia, silla saatujen kruunien lu-
kumaéadara luonnollisestikin vaikuttaa kahdessa ensimmaisessd heitossa esiintyvien klaavojen
mahdollisiin arvoihin. Jos kruunia on esimerkiksi 3, ei kahdessa ensimmaéisessa heitossa voi
esiintya yhtdan klaavaa.

Sama asia voidaan todeta myos laskennallisesti kiyttdmalla a)-kohdassa muodostettua tau-
lukkoa. Koska
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P(X:3jaY:1):0¢§-§:P(X:3)P(Y:1),
eivit X ja Y ole riippumattomia.
Maaritelman mukaan korrelaatiokerroin on
Cov(X,Y
pmgk. p(X,Y): OV( s )
oxoy

joten taytyy laskea muuttujien X ja Y hajonnat ox ja oy seké kovarianssi
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y - E(Y))) = E(XY) — BE(X)E(Y). (1)
Kaikki tunnusluvut voidaan laskea muunnoksen odotusarvon kaavalla

B(h(X,Y)) =Y > h(X,Y)P(X =ijaY = j),
i
joka on luennoilla jatkuvalle yhteisjakaumalle esitetyn kaavan

YY) = [ [ HOY) ey (e pdndy

diskreetti analogia.



Muuttujan X varianssiksi saadaan yhteisjakauman taulukosta ja b)-kohdasta
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T&ama4 olisi voitu laskea my06s suoraan X :n jakaumasta, minké itse asiassa teimme harjoituk-
sessa 3, ja paadyttiin samaan lopputulokseen. Edellisesta saadaan muuttujan X hajonnaksi

ox =4/ Var(X) = \ég

Muuttujan Y hajonta voidaan laskea samalla tavalla. Tehd&an se tassa kuitenkin toisella
tavalla. Koska Y ~ Bin(2, 3), niin Var(Y') = 1 ja siten

1
oy =Vl = 5.

Kovarianssin laskemista varten lasketaan ensin E(XY), joka on yhteisjakauman taulukon
mukaan
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silld kaikki muut yhteenlaskettavat katoavat, kun i = 0, j = 0 tai p;; = 0.
Kovarianssin laskentakaavan (1) mukaan

ja siten korrelaatiokerroin on
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d) Kysytddn todenndkoisyyttd P(X > Y'). TAmé todenndkoisyys voidaan lukea helposti yhteis-

jakauman taulukosta kdymalld 1api "alakolmio-osa” ja laskemalla todennakoisyydet yhteen.
Todennékoisyydeksi saadaan
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2. Satunnaismuuttujat X ja Y kuvaavat laitteen kahden elektronisen komponentin elinikien
pituuksia vuosina. Satunnaismuuttujien yhteisjakauman tiheysfunktio on

1 —z—y
s(zy +1)e , x,y >0,
T,Y) =
fxx(@y) {O, muulloin.
a) Milld todennikoisyydelld molemmat komponentit kestévit vahintdian vuoden?

b) Ovatko X ja Y riippumattomia?

¢) Mité voit sanoa muuttujien X ja Y korrelaatiosta b)-kohdan perusteella?

Ratkaisu:

a) Kysytddn todennédkoisyyttda P({X > 1} N{Y > 1}) = P(X > 1jaY > 1). Kyseessd on

integraali
I= / / fxy (z,y)dady.
1 1

Hajotetaan integraali kahteen osaan
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Lasketaan ensin Is. Kaytetddn eksponenttifunktion laskuséantod e "~ Y = e Fe™ Y. Koska
muuttujat voidaan separoida ja integroimisalue on molemmille muuttujille sama, riittaa
integroida vaikkapa muuttujan x suhteen. Muuttujalle x saadaan

o
/ e Pdr = —e7 7
1

: _ 1,1, -1 _1,-2
joten Iy = 57" -7 = 5e7 .

Samalla tavalla voidaan péételld, ettd integraalin I laskemiseksi riittad laskea
00 [e.e]

+/ e %dx =2e L.
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Edellisen perusteella I = %(Qe_l)2 = 2e~2. Yhdistdmilld edelld lasketut integraalit saadaan
kysytyksi todennékoisyydeksi

[ee]

r=1

o0 r e % dy ositéint. e
R
f(z) g'(z)

5
§e—2 ~ 0.34.

b) Tutkitaan, onko fx y(z,y) = fx(x)fy(y). Sitd varten riittéé laskea reunajakaumien tiheys-
funktiot. Edellisen kohdan perusteella voidaan hyodyntda symmetriaa ja laskea pelkistéaan
muuttujan X tiheysfunktio, silla tiheysfunktiot fx(z) ja fy(y) ovat muuttujan nimeéa vaille
samat.

Edellisessé kohdassa laskettiin oleellisesti jo kaikki silla erotuksella, ettd nyt integrointi
tehdddn vélin [0, co[ yli. Hajotetaan integraali samalla tavalla kahteen osaan

> 1 > —z—y 1 o —z—y merk.
fx(z) = fxy(x,y)dy = B zye”*TVdy + 5 e " Vdy ="+ L.
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Lasketaan malliksi
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missa kdytettiin eksponenttifunktion laskusdantod e™*~Y = e~*e~Y. Vastaavalla tavalla voi-
daan laskea myo6s I, joten muuttujan X reunatiheydeksi saadaan

Fx(z) = %(x F1)e .

Koska
fxy(@y) # fx(x)fy(v),

niin muuttujat X ja Y eivat ole riippumattomia.
Riippumattomuudesta seuraa korreloimattomuus, mutta riippuvassa tapauksessa emme voi

sanoa korrelaatiosta mitddn. Huomaa, etta korrelaatio mittaa lineaarisen ritppuvuuden as-
tetta.



3. Olkoon X = (X,Y) ~ N(0,X), missé kovarianssimatriisi on
2 1
3= :
(7 2)
a) Laske muuttujien X ja Y kovarianssi.
b) Maarad kovarianssimatriisin kdénteismatriisi kaavalla
a b\ ' 1 d —b
c d ad—bc\ —c a
ja esitd sitten 2-ulotteisen normaalijakauman eksponentin lauseke muodossa Az? +
Bxy+ Cy?. Miki on normaalijakauman tiheysfunktion arvo ellipsilli 2 — zy +y? = 1?
¢) Maaras satunnaismuuttujien X ja Y jakaumat laskemalla niiden tiheysfunktiot. Vihje:
Neliéi X :n tiheysfunktion eksponentti sopivasti ja kdytéd integroinnissa sopivaa sijoi-
tusta.
Ratkaisu:

2)
b)

c)

Suoraan kovarianssimatriisista ndhdéén, ettd Cov(X,Y) = 1.

B =det(E)=2-2—-1-1=3ja
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2-ulotteisen normaalijakauman eksponentti, kun p = (0,0), on

5= mE ) = =5 () = 0.0 5 (2 ) ) - 0.0
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= 522" —ay -y +27) = —a% + quy — oy
Ellipsilld 2 — zy 4+ y? = 1 on eo. eksponentti —%, joten tiheysfunktion arvo on
1 1
Fx(X)= ———e5 = —— ~0,065841
(2m)*[3 2my/3es.
Lasketaan tiheysfunktiot reunajakaumille integroimalla tiheysfunktiota fxy
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Sijoitetaan tahén y — 5 = \/g z, jolloin integrointirajat sailyvat ja dy = \/g dz
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joten X ~ N(0,2).
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Vastaavasti saadaan laskettua fy(y) =

[\3(‘0

e

—_—, Joten Y ~ N(0,2).



4. Tutkittiin 11 sisarusparin pituuksia ja saatiin seuraava havaintoaineisto
sisko | 175 163 165 160 165 157 165 163 168 150 157
veli | 180 173 168 170 178 180 178 185 183 165 168

Oletetaan, ettd havainnot ovat periisin kaksiulotteisesta normaalijakaumasta X = (X,Y) ~

N(p,%).

a) Laske kovarianssimatriisille estimaatti

g _ s2 rspsy
TS558y 513 ’
missa s, on siskon pituuksien x otoshajonta, s, on veljen pituuksien y otoshajonta ja
r on muuttujien x ja y vélinen korrelaatiokerroin.
b) Laske matriisin S kii#inteismatriisi. Onko S™! vilttamétti olemassa, vaikka 7! on
olemassa? Esitd estimoidun 2-ulotteisen normaalijakauman eksponentissa oleva termi
1 x
. .8 1.
305 (3)
muodossa Az? + Bry + Cy? samalla tavalla kuin tehtivissi 3.

c) Laske muuttujien x ja y vilinen regressiosuora. Piirrd muuttujien z ja y sirontakuvio,
regressiosuora ja ellipsi Az? + Bay + Cy? = —% samaan koordinaatistoon. Yhtyyko
regressiosuora ellipsin padakseliin?

Ratkaisu:

a)

Kaikki tunnusluvut saadaan samalla tavalla kuin edelliselld viikolla esimerkiksi suoraan
laskimesta. Korrelaatiokertoimeksi saadaan r ~ 0.558 ja otosvariansseiksi s2 =~ 42.581 ja
573 = 47.742, joista voidaan muodostaa kovarianssimatriisin estimaatti

g_ (4258 25.16
~\ 2516 47.74 )°

Kaénteismatriisi on talld kertaa olemassa, mutta néin ei vilttamétta ole yleisesti, vaikka
populaation kovarianssimatriisi olisikin séénnéllinen, eli 371 olisi olemassa. Késnteismat-

riisiksi saadaan
g1 0.0341 —-0.0180
—\ —0.0180 0.0304 ’

ja kysytyksi termiksi
1
) (0.0341932 — 0.0360xy + 0.0304y2) .

Regressiosuora
y = 0.598z + 78.08

saadaan laskimesta samalla tavalla kuin edelliselld viikolla.
Koska havainnot ovat keskittyneet keskiarvopisteen (Z,7) ympéristoon, voidaan havainnot
halutessa siirtdéd origon ympéristéon muuttujanvaihdolla (2/,y') = (x — T,y — 7). Samoin,
koska ainoastaan regressiosuoran suunnalla on nyt merkitysté, voidaan my06s regressiosuo-
ra siirtdd origon ympéristoon samalla muuttujanvaihdolla, jolloin saadaan origon kautta
kulkeva suora

y = 0.598z.



Toinen vaihtoehto on tarkastella ellipsié keskiarvopisteen ympéristossé, jolloin tarkastellaan
kaksiulotteisen normaalijakauman aidon eksponentin estimaattia

1 _ _ -1 r—7T

Havainnollistamisen kannalta ei ole merkitystd kumpaa edellisista vaihtoehtoisista tavoista
kiytetdadn. Piirretdan kaikki origon ymparistoon, jolloin saadaan oheinen kuva.
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Kuva 1: Origoon siirretty regressiosuora ja sirontakuvio seki ellipsi 0.0341z2 — 0.0360xy +
0.0304y2 = —%.
Kuten kuvasta nakyy, regressiosuora ei yhdy ellipsin padakseliin. Ndin on myo0s yleisesti.
Jos |p| < 1, niin regressiosuora ei yhdy padakseliin. Huomaa, ettd kuvan perusteella regres-
siosuoran kulmakerroin on (itseisarvoltaan) pienempi kuin padakselin kulmakerroin eli on
tapahtunut regressio keskiarvoa kohti.



