TILASTOMATEMATIIKKA

Harjoitus 6 ratkaisut, kevat 2018

1. Hooken lain mukaan jouseen kiinnitettyna olevaan kappaleeseen kohdistuva voima F' saa-
daan kaavasta

F = —kx, (1)
misséd k on jousivakio ja x on poikkeama tasapainoasemasta.

a) Jousivakion k médrddmistd varten tehtiin mittauksia ja saatiin seuraavat havainnot
Fl 2 3 5 7
z [ -014 -019 -0.32 -0.51
Maéaraa luennoissa esitetylla pienimmdan neliésumman menetelmdlld havainnoista saa-

tava estimaatti jousivakiolle k& minimoimalla neliGsumma

4

Fk) = (F = (—kx:)). (2)

i=1

b) Mallin (1) havaintoja vastaava selitysaste R? miritelldin kaavalla

SR,
RR=1-—5— (3)
(n—1)spp
missé spp on muuttujan F' otosvarianssi ja residuaalisummassa

n

Skes = 3 _(Fi — (—k;))?

=1

esiintyva jousivakio k on (2):n minimikohta. Mité arvoja kaavalla (3) méaritelty selity-
saste saa? Laske mallin (1) selitysaste.

c¢) Laske otoksen korrelaatiokerroin r. Onko b)-kohdassa laskettu selitysaste R? sama kuin
korrelaatiokertoimen neli6 72?

Ratkaisu:

a) Lasketaan kaavan (2) maérittelemén funktion derivaatan nollakohta muuttujan k suhteen:

4

2 Fiwi

Jousivakion pienimmén neliGsumman estimaatiksi saadaan

merk. 3 Fiti 95,

b) Residuaalisumman saadaan suoraan tilastollisesta ohjelmistosta tai hyodyntdmélld a)-koh-
dassa laskettua pienimmén neliGsumman estimaattia k pisteittaisten residuaalien

k

ri = F; + kx;

laskemiseksi. Kun pisteittéiset residuaalit on laskettu, saadaan residuaalisummaksi

4 ..
SRes = 377 2 0.34194.
=1



Muuttujan F otosvarianssi spp = s% saadaan suoraan (funktio)laskimesta, jolloin mallin (1)
selitysasteeksi tulee

R2=1-— "B _ ~0.977.
(- 1)o7
Koska sges > 0, niin R? < 1. Huomaa, ettd, R? voi (merkinnistdin huolimatta) saada
my0s negatiivisia arvoja. Niin voi kilydd, jos F-havaintojen keskiarvo F selittéis paremmin
muuttujan F' satunnaisvaihtelua kuin malli (1). T4lloin kappaleeseen kohdistuva voima olisi
likimain vakio poikkeamasta F' riippumatta, mika ei ole sopusoinnussa itse ilmion kanssa,
ellei jousi satu olemaan poikki.

Korrelaatiokertoimeksi saadaan suoraan jopa funktiolaskimesta. Jos et tiedd miten korrelaa-
tiokertoimen saa laskimesta, laita vaikkapa Googleen hakusanoiksi correlation using calcula-
tor ja katso neuvoa sopivasta Youtube-videosta. Korrelaatiokerroin 16ytyy regressio-valikon,
jota kiytetddn myos jatkossa, alta.
Korrelaatiokertoimeksi tulee

r~ —0.9923,

jonka nelicksi saadaan
r? ~ 0.985.

Téamén mukaan taydellinen lineaarinen malli F' = a + bx sopisi paremmin havaintoaineis-
toon. Tdmé& on varsin luontevaa, silld tdydellisessé mallissa sovitettavia parametreja on
kaksi, joka antaa enemmén pelivaraa suoran sovittamiseen, kun taas "vajaassa” mallissa (1)
on ainoastaan yksi sovitettava parametri. Tésté ei kuitenkaan voi vetéad johtopaatosta, etta
taydellinen lineaarinen malli olisi parempi, silld nollasta poikkeava vakiotermi a ei ole il-
mion fysiikan kanssa sopusoinnussa (jos olisi a # 0, niin mallin mukaan tasapainoasemassa
x = 0 olevaan kappaleeseen kohdistuisi nollasta poikkeava voima, miké ei tietenkdin ole
jarkevaa).



Lehtori K:n pojan pituutta [cm] ja painoa [g] seurattiin hdnen ensimmaéisind elinkuukausi-
naan ja saatiin seuraava taulukko

Pituus‘ 53  56.3 587 628 655 665 69 TL7
Paino ‘4265 5030 6095 7295 8460 8990 9500 9620

a) Laske muuttujien vélinen korrelaatiokerroin ja madraa selitysaste.

b) Maéarad havaintoja vastaava regressiosuora. Piirrd havaintopisteet ja regressiosuora sa-
maan koordinaatistoon.

c) Laske mallin antama painoennuste, kun pituus on 180 [cm]. Mitd voit sanoa mallin
antamasta ennusteesta?

d) Olkoon pituus muuttuja X ja paino muuttuja Y. Muodostetaan regressiomalli (6)
muuttujien vélille. Laske kertoimien « ja 8 symmetrinen 95% luottamusvali.

e) Testaa riskitasolla a = 5%, onko muuttujien X ja Y vililla lineaarista riippuvuutta.

Ratkaisu: Olkoon pituus muuttuja X ja paino Y. Havainnoista voidaan laskea suureet

n=2~8 n=3~8
T = 62.9375 Y = 7406.875
sy = 6.47610 sy = 2075.33

1 < _ _
Sey = > (zi = T)(yi — 7) ~ 13284.8
=1

Korrelaatiokerroin on - Szy _ Say ~ 0.988454
Szar\/Syy  SzSy
Selitysaste saadaan siitd: 2 = 0.977042.
Regressionsuoran y = a + bz kertoimet ovat
13284,8
b=t = Py STORT X 316.760
Szx Sz 6,47610

a =79 — bx ~ 7406.875 — 316,760 - 62,9375 ~ —12529.2

eli regressiosuoran yhtalo on y = 316.760 - x — 12529.2

Havaintopisteet ja regressiosucra
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Painoennuste, kun pituus on 180, saadaan sijoittamalla x = 180 regressiosuoran yhtal66n

A

y=0b-180 + a ~ 316.760 - 180 — 12529.2 ~ 44488[g] £ 44,5[k]

Kulmakertoimen [ luottamusvdili: Lasketaan ensin kulmakertoimen (S luottamusvali. Jos
kaytossa on tarpeeksi edistyksellinen graafinen laskin tai tilastollinen ohjelmisto kuten esi-
merkiksi Excel tai R, syotetddn havaintoaineisto laskukoneeseen, joka laskee luottamusvélin.
Esimerkiksi TI-Nspiresta 16ytyy komento Linear Reg t Intervals, jossa taytyy ensin kertoa
mille parametrille luottamusvélin haluaa laskea. Sen jidlkeen avautuvaan valikkoon annetaan
tiedot, mistd x:n ja y:n arvot 16ytyvét ja annetaan luottamustaso, joka on 1 — o = 0.95,
missd a = 0.05 on riskitaso. Sitten vain tulkitaan laskukoneen antama tulostus.
Luottamusvélin voi ma#ratd myos kisin funktiolaskinta hyddyntden, miké tosin on hieman
tyolaampad. Esimerkiksi Youtubesta 10ytyy opetusvideoita funktiolaskimen tilastollisista
ominaisuuksista. Vaikkapa hakusanat linear regression using a calculator antaa osumia ope-
tusvideoihin, joiden avulla opastetaan miten data syttetaén laskimeen ja miten laskimesta
saadaan kaivettua tarvittavat tunnusluvut.

Kaavakokoelmasta valitaan oikeaksi testimuuttujaksi

-8
T=+n-— 18555”57 ~ tp_9, (4)
T

missd n — 2 = 6 on vapausasteiden lukumaéra. [tse luottamusvalin maardaminen menee
taman jalkeen samalla tavalla kuin mille tahansa t-jakautuneelle muuttujalle. Katso mallia
esimerkiksi harjoituksesta 4 tai luentoesimerkeisté.

Funktiolaskimesta saadaan suoraan muuttujan x otoskeskihajonta s,. Laskimesta saa kai-
vettua myos kovarianssin suhteellisen helposti, jos kiyttad kaavaa

1 __
Szy = n—1 (Z LiYi — nmy) .
7

Huomaa, ettei otoskovarianssia valttaméatta edes tarvita, silla me tarvitaan ainoastaan osa-
MAATE Sgy/Szz, joka el ole mitdén muuta kuin regressiosuoran kulmakerroin b.
Jadnnosvarianssile kannattaa kayttaa laskukaavaa

n

1 n—1
2 2 2
Sr:n_2;(yi—a_b$i) :n—2(1_r )Syy; (5)

2

silld sy, = 53 ja r° saadaan suoraan laskimesta. Huomaa jélleen, ettei tatdkian valttaméatta

tarvita, silla meille riittda ainoastaan osamaéra

Sy
Vn—1s,

joka on estimaatin b keskivirhe (Standard Error) ja jonka (graafinen) laskin antaa suoraan.
Funktiolaskimen kiyttaja sen sijaan tarvitsee kaavaa (5).
Kriittiseksi arvoksi £ g5 saadaan t-jakauman taulukosta tg g5 = 2.447 kiyttamalla vapausas-
teita f = 6 ja 2-suuntaista testid. Véalivaiheiden jilkeen kulmakertoimen luottamusvaliksi
I3 saadaan

I3 = [268,365],

kun luottamusvélin rajat ilmoitetaan kolmen merkitsevan numeron tarkkuudella.



Leikkauspisteen a luottamusvdli: Tassd voidaan menetelld kuten ylla. Jos kiytosséd on ai-
noastaan funktiolaskin, joudutaan temppuilemaan hieman enemmén. Tilanteeseen sopiva
testimuuttuja on

s =5
1 Y -727% —«
T = ki ~ tn_9.
1 + _ 3 Sy
n (n—1)s2
Kriittinen arvo tpg; = 2.447 on sama kuin kulmakertoimelle. Testimuuttujan otoksessa

saama arvo voidaan laskea samaan tapaan kuin kulmakertoimelle. Otostunnusluvut Z,7,s,; ja
Sze = (n—1)s2 saadaan nippéristi laskimesta. Jiinnosvarianssille s2 kannattaa hyodyntid
laskukaavaa (5) tai ottaa se jo kertaalleen laskettuna edelta.

Leikkauspisteen « luottamusvéliksi I, saadaan

I, = [—15600, — 9460],
jos kiytetdan kolmen merkitsevin numeron tarkkuutta.

Lineaarista riippuvuutta tutkitaan korrelaatiokertoimen p avulla. Sopivat hypoteesit ovat
Hy : p = 0 vastaan Hy : p # 0. Luentojen mukaan yhtépitdvat hypoteesit ovat Hy :
B = 0 vastaan H; : 8 # 0. Esimerkiksi TI-Nspiresta 10ytyy komento Linear Reg t Test,
jolla kulmakerroin S voidaan testata normaalin t-testin tapaan. Tahén kohtaan sopii sama
opastus kuin luottamusvélien laskemisessa.

Toinen ja helpompi tapa on hyodyntéa jo laskettua luottamusvalia. Télloin meilla riittaa
ainoastaan tutkia, kuuluuko 0 luottamusvilille vai ei.

Koska 0 ¢ Ig, taytyy Ho hylité, joten johtopadtés on Hy : p # 0, eli muuttujat X ja Y
ovat tilastollisesti lineaarisesti ritppuvia.



3. Tutkittiin erdén kemiallisen yhdisteen liukenemista veteen. Oheisessa taulukossa on ilmoi-
tettu 100 grammaan vettd liuenneen yhdisteen méaéra y [g| eri lampétiloissa x [°C.

z y
0|8 6 8
1512 10 14
30125 21 24
45131 33 28
60 | 44 39 42
75 148 51 44

o

) Piirrd havaintoja vastaava sirontakuvio.

=3
~—

Laske muuttujien valinen korrelaatiokerroin ja méaaraa selitysaste.

Maé&araa havaintoja vastaava regressiosuora ja piirrd havaintoja vastaavat pisteittéiset

o
~—

residuaalit.

d) Muodostetaan regressiomalli
Y, =a+ Bz +¢ (6)
muuttujien vélille. Laske kulmakertoimen § symmetrinen 95% luottamusvali.

e) Testaa riskitasolla 5% hypoteesi Hy : 5 = 0 vastaan Hj : 3 # 0.

Ratkaisu:

a) Nyt datan syottdmisessé tédytyy huomioida, ettd kutakin x:n arvoa kohti 16ytyy 3 mit-
tausta muuttujasta y. Néain ollen kukin z:n arvo syotetddn kolmeen kertaan, jolloin xy-
vastinpisteité tulee yhteenséd n = 18 kappaletta. Alla olevaan kuvaan on piirretty havaintoja
vastaava sirontakuvio ja regressiosuora.

Liuenneen aineen maars erl lampotiloissa
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b) Lasketaan ensin havaintoaineistosta otostunnusluvut
n =18 n =18
pz = 37,5000 fy = 27,1111
5z = 26,3600 sy = 15,1691

n

1
Sey = — (@i —T)(yi —7) ~ 394,412
=1
Korrelaatiokerroin on s s
r Y T~ 0,986372

N VSzz/Syy N 525y

r? =0,972930

Selitysaste saadaan siitd



c) Regressionsuoran y = a + bz kertoimet ovat

b Suy _ Swy 394,412

Sex S22 26,36002
a =7 —bT ~ 27,1111 + 0.567619 - 37,5000 ~ 5.82540

~ 0.567619

eli regressiosuoran yhtalé on y = 0.567619 - x + 5.8253

Havaintoja vastaavat pisteittiiset residuaalit (z;,y; — 9i):

Pisteittaizet residuaalit

0+ 20 30 40 - S0 60 70 .

d) Téahén kiy samat neuvot kuin tehtédvéin 2 vastaavassa kohdassa. Nyt havaintoja on yhteensa
n = 18 kappaletta, joten funktiolaskimen kéytto ei endé ole tarkoituksenmukaista.
Tehtévan 2 opastusta noudattaen kulmakertoimen luottamusvaliksi saadaan

Ig =[0.517,0.618],
kun kiytetddn kolmen merkitsevin numeron tarkkuutta.

e) Myos tdhéan kohtaan kdyvit samat neuvot kuin tehtédvin 2 vastaavaan kohtaan sillé erotuk-
sella, ettd kohtaa ei ole jarkevda laskea funktiolaskimella. Helpoin tapa testata hypoteesit
Hy: =0 vastaan Hy : 8 # 0 on jo lasketun luottamusvélin hyddyntdminen.

Koska 0 ¢ I, hyviksytéén vaihtoehtoinen hypoteesi Hy : 3 # 0, joten tilastollisesti kulma-
kerroin poikkeaa nollasta riskitasolla o = 0.05.

Huomautus! Vaikka edelld olevissa kohdissa d) ja e) laskimesta on suuri hyoty ja sellaista ilman
muuta kannattaa hyodyntad, on luottamusvilin maardamisen ja hypoteesien testauksen
idea ja mekanismi oltava nakyvissa.



