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1. Laitteen kayttaméttomyysajan jakauman tiheysfunktio on

0%te= 0 >0,
f(t) =
0, t <0.

Jakauman parametrin 6 likiarvon méardamiseksi tehtiin havaintoja monen samanlaisen lait-
teen kayttaméttomyysajoista, jotka voidaan olettaa toisistaan riippumattomiksi. Havain-
noiksi saatiin t1,ts,...,t,. Maarad parametrin 0 likiarvon laskukaava suurimman uskotta-
vuuden (maximum likelihood) menetelmall.

Ratkaisu: Muodostetaan uskottavuusfunktio
L(O) = f(t1;0) - - f(tn;0) = 0%t1e7 0 . 0%t,e700n = 920ty . 1,07 001t Htn)
Derivaataksi saadaan tulon derivoimissaannolla
L'(0) = 2007y - e 0t dtn) _g2ng g (4 4 1y, )e Ol )
=021ty e O ) (O () 4+ 1)),
Minimikohdaksi ja siten suurimman uskottavuuden estimaatiksi saadaan

§— 2n _ 2
ottty

[\

missé £ = 1 371 | ¢ on havaintojen aritmeettinen keskiarvo.



2. Jarven kirjolohikannan suuruutta arvioidaan seuraavalla menetelmélld (capture-recapture
method). Ensimmaéisessd vaiheessa pyydetaan 500 kirjolohta, jotka merkitéén ja lasketaan
vapaaksi. Toisessa vaiheessa pyydetdan 200 kirjolohta ja lasketaan merkittyjen kirjolohien
lukuméaéra X. Tavallisesti oletetaan, ettd X noudattaa binomijakaumaa Bin(n, p), missi p
on todennakoisyys sille, ettd toisessa vaiheessa pyydetty kirjolohi on merkitty.

a) Kuinka suuri on n? Laske parametrin p arvo, jos tiedetdén, etté kirjolohien lukuméara
jarvessa on N = 2000 tai N = 5000.

b) Kokeessa havaittiin 40 kirjolohta. M&éra4 jarven kirjolohikannan 95% luottamusvali.

Ratkaisu:

a) Nyt X = "toisessa vaiheessa pyydetty kirjolohi on merkitty” ~ Bin(n,p), joten n = 200
ja p on tuntematon parametri. Koska p ilmoittaa jarvesséa olevien kirjolohien suhteellisen
osuuden, niin p tunnetaan, jos jarvessé olevien kirjolohien méaara N tunnetaan. Erityisesti,
jos N = 2000, niin

500 _ 500 1
P=N Ta2000 " 1
Jos taas N = 5000, niin
500 1

P= 5000 ~ 10°

b) Nyt N on tuntematon, jota pitéisi estimoida capture-recapture-menetelmalld. Estimoidaan
suhteellista osuutta p estimaattorilla

. ¢
p =
n
jolle E(p*) =p ja op+ = @. Standardisoimalla saadaan testimuuttujaksi
7=V B0 30PN 1) tikimain,
Op* p(1—p)
200

sillda n = 200 on "suuri”.
Maéarataan kaksisuuntainen symmetrinen luottamusvali. Sitd varten méaratdéan normaalijakau-
man taulukosta luku rg siten, etta

taulukosta

P(—’I“o < ZST(]) :@(To)—q)( ’I“o) —2@(7“0)—1 —095<:>‘1)(7‘0) =0.975 ro = 1.96.

Muokataan epayhtilo
—1.96 < Z <1.96

/p(1—p) /p(1 —p)
= _1.96 p< —+41.96 .
200 - 200 * 200

Epayhtalon yla- ja alarajalla estimoidaan havainnoista p = p = % = % ja X = 40, josta
saadaan suhteellisen osuuden p luottamusvaliksi

muotoon

I, = [0.145,0.255).

0

Koska toisaalta p = 50 , saadaan kirjolohien lukuméarélle N luottamusvéli

Iy = [1957,3459).



3. Lentokoneen siipipaéllysteen niiteille on asetettu laatuvaatimukseksi vihintaén 400 N (New-
ton) odotettavissa oleva vetolujuus ainakin 99 % varmuudella. Laatua testattiin aika ajoin
ottamatta 20 niitin umpimaéahkéinen otos ja vetorasittamalla niitit poikki. Erdan otoksen
vetorasitustulokset olivat

401, 405, 390, 385, 399, 360, 378, 408, 410, 365, 400, 402, 383, 388, 389, 403, 395, 397, 402, 391.

Minka rajan ylapuolella niittien odotettavissa oleva vetolujuus on mittaustulosten mukaan
99 % varmuudella? Toteutuiko niittien laatuvaatimus? Niittien vetolujuutta voidaan pitda
normaalijakautuneena suureena.

Ratkaisu: Koska hajonta ¢ on tuntematon, kiytetdéan t-jakautunutta testimuuttujaa

_X-u
S/\/ﬁ n—1,

missi X on havaintojen aritmeettinen keskiarvo, p on vetolujuuden odotusarvo. Olemme kiin-
nostuneita yksisuuntaisesta luottamusvélisté [a, co[, missé a saadaan méérattya ehdosta

T

P(T < rg) = 0.99.

Koska havaintoja on yhteensd 20, niin vapausasteiden lukumé&drd on n — 1 = 19. Taulukosta
saadaan
ro = 2.539.

Epayhtalosta
T <o

saadaan o
p> =X —roS/vn.

Estimoidaan X ja S otoksesta otoskeskiarvolla Z = 392.55 ja otoshajonnalla s = 13.379. Sijoit-
tamalla saadut estimaatit alarajaan p; saadaan alarajaksi a = ji; = 385 ja siten luottamusvaliksi

I, = [385, 00].

Koska luottamusvélin alaraja on laatuvaatimuksen alapuolella, ei laatuvaatimus toteudu tadmén
otoksen perusteella.



Tutkittiin henkildiden ruumiinlampo6d mittaamalla 130 henkilon ruumiinlémpo6. Mittaus-
ten tuloksiksi saatiin T = 36.805 ja s = 0.407 yksikkona [°C|. M&édréd ruumiinlammon
odotusarvon 95% luottamusvali kayttamalla

a) t-jakaumaa ja sille annettua taulukkoa.
b) t-jakaumaa laskemalla kynnysarvo graafisella laskimella tai vaikkapa Excelill4.

¢) normaalijakaumaa, missi on arvioitu o = s.

Mita voit néiden tietojen perusteella sanoa normaalijakauman kaytostd odotusarvon esti-
moinnissa suurilla n:n arvoilla?

Ratkaisu:

_T—p
=

~tp1

missd n = 130, T = 36,805 ja s = 0,407. Maaratdan ruumiinlammon odotusarvon 95%:n luot-
tamusvali vaatimalla, ettd on voimassa

P(—t, < Z <t,)>0,95

Talloin saadaan odotusarvon u luottamusvaliksi laskettua

< T oy
S S
< Ty < At —
Ve mEFh
S S

johon voidaan sijoittaa tehtévin arvot n = 130, T = 36,805 ja s = 0,407

a)

b)

)

36,805 — £, - 0,035696 < p < 36,805 + ¢, - 0,035696

t-jakauman taulukkoa kéyttden. ¢, = 1,98, joten saadaan

36,805 — 0,0707 < 1 < 36,805 + 0,0707
36,73 < 1 < 36,88

t-jakaumalla laskemalla kynnysarvo koneella. ¢, = 1,9785, joten saadaan

36,805 — 0,0706259274 < p < 36,805 + 0,0706259274
36,734 < pu < 36,876

normaalijakaumaa, jossa on arvioitu o ~ s. t, = 1,96, joten saadaan

36,805 — 0,06996 < p < 36,805 4+ 0,06996
36,74 < p < 36,87

Normaalijakaumaa voi hyvin kayttda suurilla n:n arvoilla approksimoimaan t-jakaumaa, silla
t-jakauma lahestyy normaalijakaumaa vapausasteiden kasvaessa.



5. Osakkeiden hinnan mallittamisessa kiytetdan kuuluisaa Black-Scholesin mallia, jonka mu-
kaan osakkeen hinta ajanhetkelld ¢ on satunnaismuuttuja

H(t) = H(0) - exp (b — 302)15 oW (1)),

misséd H(0) on osakkeen hinta ajanhetkelld ¢ = 0, b, > 0 ovat vakioita ja W (t) ~ N(0,t)
on satunnaismuuttuja. Oletetaan, ettd H(0) = 100, b = 0.1 ja 0 = 0.3 (Vertaa harjoitus 2
tehtava 5).

a) Laske osakkeen hinnan odotusarvo ajanhetkelld ¢t = 1 (Vihje: neliti odotusarvossa
esiintyvi eksponentti ja kiyta integroinnissa sopivaa sijoitusta).

b) Maarasa ajanhetkelld ¢t = 1 osakkeen hinnalle vili, jolla hinta on 95% todennakéisyy-
dell, eli vili [a1,as], jolle P(a; < H(1) < az) = 0.95, laskemalla normaalijakauman
avulla sellainen luku 7o, ettd P(—ro < W (1) <rp) = 0.95.

Ratkaisu:

a) Osakkeen hinta hetkelld t = 1 on

2

0'2 -
H(1) = H(O)e(b—T).l-&-aW(l) _ H(O)eb_TeU‘Z

2

missé Z ~ N (0,1). Merkitdén ¢ = H(0)e?~ "z, jolloin

)

oo
/ o L 2
= C e e 2dadx
V2r
—0oQ
o0
:C/ 1 e_l(x_o—)2+L
27
—00

=®(00)~B(—o00)=1
2 2

= H(0)e""ZeT = H(0)eb = 110,52
b) Muokataan vaadittua ehtoa kiyttden a)-kohdan méaaritysta c:lle:

02
P(ay < H(O)eb_Te"W(l) < as)

_ p(ﬂ < oW (1) < %)
C C

1 1
—PCm& <w1) < -2
ag C g C

= P(—To S W(l) S ’I”o) = 0,95

Koska téssda on W(1) ~ N(0,1), niin standardisoidun normaalijakauman taulukosta néih-
daan, ettd rg = 1,96, joten

a1 = ce 7" ~ 58,68 ja as = ce? ~ 190, 22

Siispd osakkeen hinta hetkelld t = 1 on 95%:n todennékoisyydelld valilla [58,68, 190,22].
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