TILASTOMATEMATIIKKA

Harjoitus 2 ratkaisut, kevat 2018

Harj

(iv)

oituksen teemoja ovat:
Kertyméfunktio, pistetodennékéisyysfunktio ja tiheysfunktio
Diskreetti satunnaismuuttuja
Jatkuva satunnaismuuttuja

Tyypillisimmét jakaumat, jotka kantavat omaa nimeé

Tehtavien laskemista voi rytmittaa esimerkiksi niin, ettd alkuviikosta kay lapi tehtévia 1-5, joista
tehtdva 1 liittyy satunnaismuuttujien luokitteluun ja loput tehtévét liittyvét diskreetteihin sa-
tunnaismuuttujiin. Tehtéavat 6-9 liittyvat jatkuviin satunnaismuuttujiin. Toki my6s muunlainen
rytmittdminen on mahdollista. Minimivaatimuksena laskuharjoituspisteille ovat tehtavit

2, 4

1.

ja 5 alkuviikosta ja tehtidvit 6 ja 8 loppuviikosta.

Ilmoita kussakin seuraavista tapauksista, onko kyse jatkuvasta vai diskreetistd satunnais-
muuttujasta. Maarad myos satunnaismuuttujan arvojoukko, mikéli se on mahdollista. Voi-
daanko mallintamisessa kayttda hyvéiksi jotain tunnettua jakaumaa?

a) Vikojen lukumééra neliometrilla satunnaisesti valitussa paperirullassa.
b) Kemikaalin konsentraatio liuoksessa.
c) Liian pitkien pulttien osuus satunnaisesti valitussa pultteja sisdltévissé laatikossa.
d) Virheiden lukumé&érd 1000 satunnaisesti valitussa rivissid ohjelmointikoodia.

e) Satunnaisesti valitun metallilevyn murtolujuus.

)

f) Elektronisen komponentin eliniké.

Ratkaisu:

a)

Vikojen lukuméiré on ei-negativiinen kokonaisluku, silla vikoja voi olla nolla, yksi, kaksi,...
kappaletta, joten kyseessé on diskreetti sm.

Periaatteessa vikojen lukumaéérélle X ei ole yldrajaa, joten arvojoukokoksi voidaan ottaa
Sx =Np={0,1,2,...}.

Vikojen lukumééra jotakin yksikkod (téssd tapauksessa neliometrid) kohden on tyypillinen
Poisson-jakauman sovelluskohde, joten muuttujan X voidaan olettaa noudattavan Poisson-
jakaumaa. On syyté korostaa, ettd Poisson-jakauman kiyttdminen tarkoittaa matemaattisen
mallin muodostamista ongelmalle. Todellinen vikojen lukumé&éré voi periaatteessa olla mitéa
hyvénsé. Jos kuitenkin Poisson-jakauman kéytto antaa havaintojen kanssa sopusoinnussa
olevia tuloksia, on sen kiytto perusteltua.

Vastaus riippuu konsentraation X maéaaritelmésta. Jos konsentraatiolla tarkoitetaan liuen-
neen aineen massan suhdetta liuoksen tilavuuteen, voi konsentraatio saada periaatteessa
minké tahansa ei-negatiivisen reaalilukuarvon, jolloin arvojoukoksi voidaan valita Sy =
[0,00[. Tokihan kdytdnnossd konsentraatiolle téytyy olla jokin yldraja, mutta koska ylarajaa
ei tiedeta, voidaan arvojoukoksi ottaa rajoittamaton véli [0,00[. Talléin kyseessé on jatkuva
satunnaismuuttuja.

Konsentraation voidaan olettaa noudattavan normaalijakaumaa, vaikka normaalijakauma
saa kaikki reaalilukuarvot, kun taas konsentraatio ei voi olla negatiivinen. Jélleen normaa-
lijakauman valinnalla muodostetaan matemaattinen malli, joka enemmén tai vihemmén
kuvaa todellista tilannetta.



Koska laatikon kokoa N ei tunneta, voi pulttien osuus saada periaatteessa minké tahansa
ei-negatiivisen rationaalilukuarvon, joten pulttien osuutta kuvaavan sm:n X arvojoukoksi

voidaan valita m
SX:{— : 0§m6Z,0<n€Z}.
n

Télloin kyseessa on diskreetti sm.
Jakaumasta emme voi periaatteessa sanoa mitdan. Mutta jos laatikon koko tunnetaan, niin
viallisten pulttien lukumaéra laatikossa noudattaa binomijakaumaa.

Koska virheiden lukumééra voi olla periaatteessa mika tahansa ei-negatiivinen kokonaisluku,
voidaan téssdkin kiyttdd Poisson-jakaumaa, jolloin Sx = Ny ja kyseesséd on diskreetti sm.
Tarkkaan ottaen Poisson-jakauman kaytto ei ole oikein, silld yhdella rivilld ei voi olla lo-
puttomasti merkkeja. Toisakseen, koska eri riveilla voi olla eri méaira merkkeja, emme voi
kayttad binomijakaumaa. Toisaalta, koska riveja on kohtuullisen paljon, kannattaisi kaytéan-
nossé kayttad Poisson-jakaumaa, vaikka kullakin rivilld olisi sama mé&éara merkkeja ja siten
binomijakauma olisi oikea jakaumamalli.

Satunnaisesti valitun metallilevyn murtolujuus voi olla periaatteessa mika tahansa ei-nega-
tiivinen reaaliluku, jolloin kyseessa olisi jatkuva satunnaismuuttuje. Kuten b)-kohdassa, ja-
kaumamallina voisimme kiyttdd normaalijakaumaa, vaikka se ei sovikaan yhteen (teoreet-
tisen) arvojoukon [0,00[ kanssa.

Eliniké X voi olla periaatteessa mikéd tahansa ei-negatiivinen reaaliluku, joten arvojoukoksi
voidaan valita Sx = [0,00][ ja siten kyseessd on jatkuva sm. Yksinkertaisin eliniédn jakauma-
malli on eksponenttijakauma.



2. Olkoot X ja Y riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat diskreettia tasaja-

kaumaa
Arvo 1 2 3 4
Todennidkéisyys | 0.25 | 0.25 | 0.25 | 0.25

a) Laske muuttujien X ja Y kertyméfunktio.

b) Esitd satunnaismuuttujien riippumattomuuden mééritelmé (16ytyy esimerkiksi luento-
monisteesta). Laske todennédkdisyys

P(X <2jaY <3)=P{X <2} n{Y <3}).

¢) Mitd arvoja saa muuttujien X ja Y aritmeettinen keskiarvo Z = (X +Y)? Maérd

muuttujan Z jakauma.

Ratkaisu:

a) Muuttujat X ja Y ovat samalla tavalla jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden kertymé-

funktio on porrasfunktio

0, r <1,
0.25, 1<z <2,
F(x) 0.5, 2<z<3,
0.75, 3 <z <4,
1, x> 4.
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Kuva 1: Kertyméafunktion kuvaaja

b) Satunnaismuuttujien riippumattomuuden maéadritelma 16ytyy luentomonisteen sivulta 28
(Maaritelma 5). Lyhykéisesti: satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos

PAX <a}n{Y <y}) = P(X <2)P(Y <y)

kaikilla z,y € R.

Koska X ja Y ovat nyt riippumattomia, niin

P(X <2jaY < 3)=P(X <2)P(Y <3) = F(2)F(3) = 0.5-0.75 = 0.375.



Selvitetdan ensin aritmeettisen keskiarvon arvojoukko. Koska X ja Y saavat arvot 1,2,3,4,
niin aritmeettisen keskiarvon arvojoukoksi saadaan

Sy ={1,1.5,2,2.5,3,3.5.4}.

Mitéd ovat niitd vastaavat pistetodennékéisyydet? Minimiarvoa Z = 1 vastaa ainoastaan
yksi X:n ja Y:n arvon kombinaatio X =1 ja Y =1, joten

P(Z=1)=P(X =1jaY =1) "2 p(X = 1)P(Y = 1) = 0.25 - 0.25 = 0.0625.

Arvolle Z = 1.5 taasen on 2 mahdollisuutta: joko X = 1jaYy =2tai X =2jaY = 1.
Koska vaihtoehdot ovat toisensa poissulkevia, pistetodennékoisyys on néin ollen

P(Z=15)=P({X =1}n{Y =2))U({X =2} n{Y =1}))
S pUx =1} n{Y =2}) + P{X =2} n{Y =1})
MR pX = 1)P(Y = 2) + P(X = 2)P(Y = 1)
=0.25-0.25 + 0.25 - 0.25 = 0.125.

Vastaavalla tavalla voidaan laskea muut pistetodennéakoéisyydet. Vaihtoehtojen lukumaéara
kasvaa arvoon Z = 2.5 saakka ja alkaa sitten taas vahentyd (symmetrisesti) arvoon Z = 4
saakka. Jakaumaksi (Z:n pistetodennakoisyydeksi) saadaan

= |1 1.5 2 2.5 3 35 4
P(Z=2)]0.0625 0.1250 0.1875 0.2500 0.1875 0.1250 0.0625

Jakauma ei siis endd ole tasainen. Alla on pistetodennékoisyyden kuvaaja, johon selvyyden
vuoksi on merkitty pisteiden sijaan arvopisteiden kohdalle pystyviivat, joiden korkeudet
vastaavat arvojen pistetodennakoisyyksia.
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Kuva 2: Muuttujan Z pistetodennakoisyysfunktio



3. Jokainen muropaketti sisaltda lapsia ilahduttavan muovisen eldinhahmon. Oletetaan, ettéa
hahmoja on 6 ja ettd kukin hahmo on yhtd todennékoinen. Olkoon yksi eldimisté tiikeri.
liro Tkiteekkari ostaa lapselleen 10 muropakettia. Milld todennékoisyydella

a) lapsi saa vahintadn yhden tiikerin?

b) lapsi saa ensimméisen tiikerin viimeisestd paketista?
Ratkaisu:
a) Merkitdsin A; = “lapsi saa tiikerin innesté paketista”, jolloin P(4;) = ¢ ja P(4;) = 2.

P(“lapsi saa vahintaan yhden tiikerin”) = 1 — P(“lapsi ei saa yhtaéan tiikerid”)

=1- P(A7)P(A3)--- P(A1)

5 10
—1-(2) =~0838
(6) =

Koska kyseessa on toistokoe, voidaan my0s ratkaista tehtévé tarkastelemalla binomijakau-
tunutta satunnaismuuttujaa X, joka ilmoittaa loytyneiden tiikereiden lukuméaran kymme-
nessé riippumattomassa toistossa. X ~ Bin(n,p), n =10, p = %. Talloin

P(“lapsi saa vahintaan yhden tiikerin”) = P(X > 1)
=1-P(X=0)

—1- <g>p0(1 )0 =1 (1-p)l0~0,838

b) Todennikoisyys, etta lapsi saa tiikerin vasta viimeisestd paketista on
P(Emfgﬂ ﬂIgUAlo) = P(E)QP(AM))
~/5\71
- \6/ 6
~ 00,0323

Jos téssd merkitdan satunnaismuuttujalla Y sitéd, monennellako kerralla saadaan ensimmai-
nen tiikeri, niin on Y geometrisesti jakautunut, Y ~ Geo(p). Télloin

PY=k=Q0-pFtopk=12,..

ja kysytty todenniiksisyys on P(Y = 10) = (1 — p)’p ~ 0,0323.



Erittain laaja havupuualue oli neulaskadon takia jadmaésséd tuotantotavoitteestaan. Tuot-
toennusteen tekemiseksi tietty osa metsda jaettiin hehtaarin suuruisiin ruutuihin ja lasket-
tiin neulaskadon vaivaamien puiden lukumé&ré ruutua kohti. Laskennan tuloksena havaittiin
neulaskadon vaivaamien puiden lukuméaéréd /ruutu olevan Poisson-jakautuneen ja sellaisten
ruutujen, joissa neulaskadon vaivaamia puita ei ollut lainkaan, osuuden olevan 7 %.

a) Mika oli oli keskiméa#riinen neulaskadon vaivaamien puiden lukumééra ruutua kohti?

b) Milld todennikoisyydelld ruudussa esiintyi ainakin 2 neulaskadon vaivaamaa puuta?

Ratkaisu: Olkoon X = "neulaskadon vaivaamien puiden lukumé&érd/ha”. Tehtdvénannon mu-
kaan X ~ Poi(a), missd parametria a ei vield tiedeté.

a)

Poisson-jakauman parametri a ilmoittaa satunnaismuuttujan keskimaéraisen arvon. Tehté-
vanannon mukaan

P(X =0)=¢e¢%=0.07=a=—1n0.07 = 2.659,
neulaskadon vaivaamia puita on keskiméarin 2.7 kappaletta hehtaaria kohti.

Kysytdan todennékoisyytta P(X > 2), joka ainakin funktiolaskimella on helpoin laskea
komplementin kautta

P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X=0)-P(X=1)=1-e"%7(1 - 1n0.07) ~ 74%.



Valmistajan ilmoituksen mukaan halvoista elektronisista komponenteista AA5 keskim&a-
rin 5 % el tayta spesifikaatioita. Ostaja osti AA5:ttd monen tuhannen kappaleen erissa
ja teki seuraavan paatoksentekomallin erdn hyviksymiseksi vastaanottotarkastuksen yhtey-
dessé: Frasta valittiin satunnaisesti 10 komponenttia, jotka testattiin. Jos kaikki testatut
komponentit toteuttivat spesifikaatiot, niin erd hyvéiksyttiin. Jos ainakin 2 testatuista kom-
ponenteista ei toteuttanut spesifikaatioita, erd hylattiin. Jos testatuista tdsmélleen yksi ei
toteuttanut spesifikaatioita, otettiin uusi 10 yksilon satunnainen néyte, ja erd hyviksyttiin,
jos uudessa naytteessd kaikki komponentit tayttévit spesifikaatiot. Jos valmistajan véite
pitdd paikkansa, niin milld todennakoéisyydella

a) erd hyviksytddn ensimmaéisen néytteen perusteella?

b) lopullinen padtos tehdddn eli erd hylatdén tai hyviksytdén ensimmaéisen niytteen pe-
rusteella?

c) erd hyviksytaan?

Ratkaisu: Olkoon

X, = "spesifikaation téyttdvien komponenttien lukuméira néytteessa 7, i = 1,2.

Koska komponentit toimitetaan monen tuhannen kappaleen erissé, voidaan olettaa, ettd X; ~
Bin(10,0.95), i = 1,2, ja ettd X; ja X, ovat riippumattomia.

a)

Era hyviaksytdan ensimmaisen néytteen perusteella, kun X; = 10, joten kysytty todenné-
koisyys on
10

P(X) =10) = <1o

)0.9510 -0.051°710 ~ 60%.

Lopullinen pa#tos tehddan ensimméisen ndytteen perusteella tdsmaélleen silloin, kun Xy # 9,
joten kysytty todennékoisyys on

10
PX1#9)=1-PX=9)=1- (9 )0.959 -0.05'979 ~ 68%.

Eréd hyvaksytddan joko ensimmaéisen tai toisen naytteen perusteella. Kysytdan tapahtuman
{X1 =10} U ({X1 =9} N {X2 = 10}) todennékoisyytta. Koska yhdisteen tapahtumat ovat
erillisia sekd X7 ja X9 ovat riippumattomia, on kysytty todennékoisyys

10 10 10
p= <1O>0.9510 -0.05° + <9 )0.959 -0.05" - (10)0‘9510 0.05° ~ 79%.



6. Oletetaan, ettd Suomen korkeakouluopiskelijoiden #lykkyysosamiira AO on jakautunut nor-
maalijakauman mukaan parametreilla p = 115 ja ¢ = 10.

a) Poimitaan umpimihkiin tésta joukosta yksi opiskelija. Madraa todennékoisyydet seu-
raaville tapahtumille

i) AO < 100, iii) 105 < AO < 135,
ii) AO > 150, iv) AO = 120.

b) Mairiad raja a, jonka yldpuolella korkeakouluopiskelijoiden AO on 5 %:n todennikoi-
syydella.

Ratkaisu: Merkitdan X = “Suomen korkeakouluoplskehjoiden AO”.
X ~ N(p,0?), missi g = 115 ja 0 = 10. Olkoon Z = 7”, jolloin Z ~ N(0,1).

a) Umpiméahkian valitulle opiskelijalle

i) Ehtoa AO < 100 vastaa nyt X < 100, joten todennikaisyys on:

115 100 — 115
<

P(X < 100) = P(*- =)

P(Z < —1 ,5)
®(—1,5) =1—®(1,5)
1

0

1

—0,9332 (®:n likiarvot saadaan taulukosta)

= 0,0668.
ii) P(X > 150) = P(Z > 3,5) = ®(3,5) = 1 — ®(3,5) ~ 1 — 0.9998 = 0,0002.
iii) P(105 < X < 135) = P(— 1 < Z < 2) P(Z<2)—P(Z < -1)
= ®(2) — B(—1) = B(2) — (1 — ®(1)) ~ 0,9772 — (1 — 0,8413) = 0,8185

iv) P(X =120) =0
b) Maarataan b = =L siten ,ettd P(Z > b) = 0,05. Ratkaistaan siitd haluttu a:n arvo.

P(Z>b)=1-P(Z <b)=0,05
P(Z <b)=®(b) =0,95
b=1,645 Iluetaan taulukosta
a— 115
10
a=1154+16,45 = 131,45

= 1,645



Eloonjaamisfunktio S (survival function) ilmoittaa todennékéisyyden, ettd henkil6 on elossa
tietyn ajan kuluttua. Oletetaan, ettd syopéapotilaan eloonjddmisfunktio on muotoa S(t) =
1 — Fx(t), missé t on syopadiagnoosista kulunut aika vuosina ja X on elinajan ilmoittava
satunnaismuuttuja, jonka oletetaan noudattavan Weibull-jakaumaa parametreilla oo = 0.98

ja 8 =0.30.
a) Esitd Weibull-jakauman tiheysfunktion lauseke (16ytyy esimerkiksi luentomonisteesta).
b) Laske todennékéisyys, ettd henkil6 on elossa 5 vuotta syopédiagnoosin jalkeen.

c) Mikali henkil6 on elossa 5 vuotta syopadiagnoosin jalkeen, niin milld todennékoisyydella
hén eldd vield 5 vuotta?

Ratkaisu:

a)

Tiheysfunktio on

Weibull-jakauman tiheysfunktion lauseke 16ytyy esimerkiksi luentomonisteen sivulta 41 tai

hinthkapreiNikijpediaant gielistiVeibull _distribution

aﬁtﬁfle*atﬂ, t>0,
f(t) =
0, t<0.

Huomaa, ettd Wikipediassa ja luentomonisteessa esitetty tiheysfunktion méaéritelmé poik-
kevat toisistaan parametrien osalta. Wikipediassa esitetyn tiheysfunktion parametrit ovat
A ja k, joiden yhteys yll& esitettyihin parametreihin « ja 8 on

1
b=k ja a=
ﬁ.
Vaikka tiheysfunktion lauseke saattaa nayttdd aluksi kummalliselta, huomioi, ettd ekspo-

nenttifunktion edessd on merkkié vaille eksponentin derivaatta, joten tiheysfunktio on help-
po integroida ja kertymé&funktioksi saadaan suoraan

r x _ efamﬂ x
F(l‘):/_ f(t)dt:/o f(t)dt:{(l] , x>0,

x < 0.

Weibull-jakauma on eksponenttijakauman yleistys, joka ottaa huomioon, ettd komponentin
(téssd tapauksessa ihmisen) vioittumistodennikoisyys voi muuttua idn myota.

Kysytaan todennakoisyytta P(X > 5), joka voidaan laskea kertyméfunktion avulla seuraa-
vasti

P(X>5)=1-P(X <5 =1-F(5)=5(5)=e9%"" x~0.20 = 20%.
Nyt kysytdan ehdollista todennakoisyytta

_ P(X>10jaX >5) P(X>10) S(10)
P(X >10/X >5) = BX > 5) = PX>5) = 56 ~ 0.69 = 69%.




8. Tietokanta oli vuorokaudessa kaytettavissd 24 h. Kehnosta tietoliikenneprotokollasta joh-
tuen tietokantaan yhteyden saamisen keskiméaérdinen odotusaika oli 5 sekuntia. Pitkaaikai-
sen kokemuksen perusteella odotusajan oli todettu noudattavan eksponenttijakaumaa.

a) Esitd eksponenttijakauman tiheysfunktion lauseke (16ytyy esimerkiksi luentomonistees-
ta).

b) Milld todennakoéisyydelld yhteyden saantiin kuluu ainakin 20 sekuntia?

¢) Jos yhteyden saamista on odotettu jo minuutti, niin milld todennékdisyydelld yhteys
saadaan seuraavan 20 sekunnin aikana?

d) Vuorokauden aikana tietokantaan otettiin 10 yhteyttd toisistaan riippumatta. Milla
todennékoisyydelld jokaisen yhteyden odottaminen kesti korkeintaan 5 sekuntia?

Ratkaisu: Olkoon X = "yhteyden saantiin kuluva aika”’. Tehtédvanannon mukaan X ~ Exp(a).
Koska eksponenttijakaumassa parametrin a kadnteisluku ilmoittaa muuttujan keskiméaaraisen
1

arvon, niin % =5<ca=s.

a) Tiheysfunktio on

b) Kysytty todennikéisyys on

X jatk. sm.
J tx 1

P(X >20)=1- P(X < 20) P(X <20)=1— Fx(20) = e % ~ 1.8%.

Kertyméfunktion kiyton sijaan voidaan myos integroida
o0
P(X > 20) :/ fx(x)dz,
20

joka luonnollisesti antaa saman lopputuloksen (edellyttéen, ettéd integroinnin on tehnyt oi-
kein).

c) Kysytddn todenndkoisyyttéa

_ P({X <80}n{X >60}) P(60< X <80)
P(X < 801X > 60) = P(X > 60) ~ P(X >60)
_ Fx(80) — Fx(60)
11— Fx(60)
e—12 o e—16

= 1 ~ 98.2%

Huomaa, ettd saatu tulos on sama kuin todenndkéisyys P(X < 20) eksponenttijakauman
muistinmenetysominaisuuden mukaisesti.

d) Olkoon X; = "i:nnen yhteyden saantiin kuluva aika”, jolloin muuttujat X; ~ Exp( %) ovat
riippumattomia. Lasketaan

P(X <5)=Fx(5)=1—-¢.

Koska X;:t ovat riippumattomia ja samalla tavalla jakautuneita kuin X, on kysytty toden-
néakoisyys

10
P (ﬂ{Xi < 5}) =PX <) =1-eHl'~1%.

i=1



9. Olkoon X ~ N(0,1). Laske kertymafunktio ja tiheysfunktio muuttujille
a) X2 (x%jakauma [khii toiseen jakauma] vapausasteilla 1),
b) X (log-normaalijakauma).
Ratkaisu:
a) Merkitiin Y = X2, X ~ N(0,1).
Jos y < 0, niin P(Y < y) = 0. Talléin F(y) = 0, joten myos f(y) = diF(y) =0.

y
Jos y > 0, niin kertyméafunktioksi saadaan

Fly) = P(Y <y) = P(X* < y) = P(X| < i)
= P(—\/j < X < /) = B(y5) — B(~/7)
= 20(,/7) - 1

VY
2 L /tzdt 1
= f— e 2 —
V2T

5 VY
2
:\/7/e_gdt_1
s

Tiheysfunktio saadaan derivoimalla téstd (huomaa, etta %(I)(y) = ¢(y))

V2my

b) Merkitdin Z = e, jolloin In(Z) = X ~ N(0,1). Lasketaan kertyméfunktio

F(2)=P(Z<z)=P* <z)=P(X <lnz) = d(lnz)

Inz

:\/12?46

2
T2dt

Tiheysfunktio saadaan derivoimalla

_d B 1 o(In 2)

f(z) = a‘l)(lnz) =¢(Inz) - P
7(1112)2
e 2

2rz
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