TILASTOMATEMATIIKKA

Harjoitus 1 ratkaisut, kevat 2018

Harjoituksen teemoja ovat:
(i) Joukko-opin peruslaskutoimitukset

(ii) Satunnaiskoe, otosavaruus ja tapahtuma

(iii) Todennékdisyyden peruslaskutoimitukset

)
)
(iv) Tapahtumien riippumattomuus
(v) Ehdollinen todennékoisyys

)

(vi) Kokonaistodennédkdisyys ja Bayesin kaava

Tehtavit 1-4 kisittelevit ensisijaisesti teemoja (i)-(iv), joita kisitelladn pédasiassa alkuviikon
harjoituksissa. Teemat (v) ja (vi) on ldhtokohtaisesti tarkoitettu késiteltavaksi loppuviikon har-
joituksissa. My6s nopeampi eteneminen on mahdollista, jos kokee hallitsevansa alkuviikon asiat.
Minimivaatimuksena laskuharjoituspisteille ovat alkuviikon tehtavat 1 ja 4 ja loppuviii-
kon tehtavit 5 ja 8.

1. Tarkastellaan oheisessa kuvassa olevaa kahta virtapiirid. Olkoon FE; tapahtuma "virtapiirin
kytkin K; on kytketty”.
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Kuva 1: Eraité virtapiireja

a) Esitd molemmille piireille joukko-opillisesti tapahtumat

A1 = 7A:sta virtaa sahko pisteeseen B”,

Ao = "A:sta ei virtaa siahko pisteeseen B”.

Ratkaisu: Vasemmanpuoleiselle piirille
A = E1nEyn Es.

Koska A; ja Ay ovat toistensa komplementteja, niin De Morganin kaavasta AN B = AU B
seuraa
Ay =A1=FE i NEyNE3;=FUFEy,U Ej5.

Saman asian voi toki péételld myos maalaisjérjelld, silla A:sta ei virtaa séhkod B:hen tés-
malleen silloin, kun ainakin yksi kytkimistd K; on auki.

Oikeapuoleiselle piirille taasen
A = ((E1 N EQ) U (E3 N E4)) N Es,

joten De Morganin kaavoista seuraa

Ag :A71: ((ElﬂEQ)U(E3QE4))ﬂE5 = ((EUE) N (EUE)) UE.



b) Tietylla hetkella jokainen kytkin on kiinni todennékoisyydella % Millé todennakoisyy-
dellé virta kulkee A:sta B:hen kyseiselld hetkella?

Ratkaisu: Oletetaan, ettd kytkinten toiminta on toisistaan riippumatonta, silld muutoin
emme osaa laskea todennékoisyyttéd ilman lisdinformaatiota. Kysytéddn a)-kohdan tapahtu-
man A; todenndkoisyyttéa. Edellisen kohdan perusteella vasemmanpuoleiselle piirille

3
P(A) = P(Ey N By N E3) = P(E1)P(Ey)P(Es) = <1> _ 1

Kaytetaan oikeanpuoleiselle piirille ensin osittelulakia
(AUB)NC =(AnC)u(BnQO),
josta seuraa
P(Al) :P(ElﬂEQﬂE5) +P(E3ﬂE4ﬂE5) —P(El ﬂEQﬂE3HE4ﬂE5)
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Edella kiytettiin kaavaa P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) ja tapahtumien E; riippu-
mattomuutta.



2. Tarkastellaan satunnaiskoetta, jossa metallilevysta otetaan kolme naytettd, joille tehdéan

rasitustesti, ja meitéd kiinnostaa lapaiseeké nayte rasitustestin vai ei.

a) Maaraa satunnaiskokeelle sopiva otosavaruus ja piirra satunnaiskoetta havainnollistava

puukaavio.

b) Tarkastellaan tapahtumia

A = "vahintddn 2 ndytetta ldpiisee rasitustestin”

B = "korkeintaan 2 naytetta ldpéisee rasitustestin”.

Ilmaise joukko-opillisesti tapahtumat A ja B.

c) Olkoon p todennékoisyys sille, ettd niyte lapéaisee rasitustestin. Laske tapahtumien A,
B, ANB, AUB ja A\ B todennékéisyys, kun oletetaan, ettd néytteet ovat toisistaan

riippumattomia.

Ratkaisu: a) Merkitdédn

L ="néyte lapiisee rasitustestin”,

E ="niyte ei lapéise rasitustestia’,

jolloin otosavaruudeksi S voidaan ottaa merkkien L ja FF muodostamat kolmen merkin merkkijo-
not. Koska kukin néyte joko ldpéisee tai ei ldpéise rasitustestis, joten otosavaruuden S alkioiden

lukumiiird on #S = 23 = 8. Otosavaruus on
S={LLL,LLE,LEL,ELL,LEE,FLE,FEL,FEE}.

Tilannetta havainnollistava puukaavio on tehtdvéin ratkaisun lopussa.

b) Edellisen kohdan perusteella suotuisia alkeistapahtumia tapahtumalle A ovat LLL, LLE, LEL

ja ELL, joten
A={LLL,LLE,LEL,ELL}.

Vastaavalla péaattelylla joukoksi B saadaan
B={EFE,EEL,ELE,LEE,ELL,LEL,LLE} .
c) Edellisestéa kohdasta saadaan
P(A)y=p-p-p+p-p-L=p)+p-(1=p)-p+(1-p)pp=p"+3p*(1-p) =
ja
P(B) = (1-p)’+3(1-p)’p+3p°(1 —p) = (1 = p)(1 +p+p?).

naytteiden riippumattomuuden nojalla.
Joukko A N B tarkoittaa, ettd tdsmélleen 2 néytetta ldpéisee testin, joten

ANB={LLE,LEL,ELL}.

Todennékoisyydeksi saadaan
P(ANB) = 3p*(1 —p).

Joukon A U B todennikdisyys on edelld lasketun mukaan
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = p® + (1 — p)® + 3(1 — p)*p + 3p*(1

joka voidaan sieventdd muotoon

P(AUB) =1,

p*(3 — 2p)

_p)7



Kuva 2: Tehtavan 2 puukaavio
silld kaikki alkeistapahtumat ovat A U B:lle suotuisia.
Joukon A\ B todennkéisyydeksi saadaan
P(A\ B) = P(ANB) = P(A) — P(AN B) = p*(3 — 2p) — 3p*(1 — p),

joka voidaan sieventdd muotoon

P(A\ B) =p’,

silld itse asiassa alkeistapahtuma LLL on ainoa joukon alkio.



3. Oletetaan, ettd 100 satunnaisesti valitun teekkarin joukossa 54 opiskelee fysiikkaa, 69 opis-
kelee matematiikkaa seké 35 opiskelee matematiikka ja fysiikkaa. Merkitse seuraavat tapah-
tumat joukko-opillisesti ja madrdaa todennédkoisyys, etta opiskelija

a) opiskelee matematiikkaa tai fysiikkaa.
b) ei opiskele kumpaakaan néisté aineista.

c) opiskelee matematiikkaa, muttei fysiikkaa.

Ratkaisu: Merkitddn tapahtumat A=“teekkari opiskelee fysiikkaa’ ja B="“teekkari opiskelee
matematiikkaa”. Otosavaruus S sisaltda 100 teekkaria (#S = 100) ja heista 54 opiskelee fysiikkaa
(#A = 54), joten satunnaisesti valittu teekkari opiskelee fysiikkaa todennikoisyydella P(A) =
54/100 = 0, 54. Vastaavasti matematiikan osalta #B = 69 ja P(B) = 69/100 = 0, 69. Molempia
opiskelee 35 (#(AN B) = 35).

a) ‘“opiskelee matematiikkaa tai fysiikkaa™ AU B.
P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0,54+0,69 —0,35=0,88 =88%
b) “ei opiskele kumpaakaan™ AU B.
P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,88=0,12=12%
c) ‘“opiskelee matematiikkaa, muttei fysiikkaa™ BN A = B\ (AN B)

— 69 — 35 34




4. Olkoot A ja B tapahtumia, joille P(A) = 0.3, P(B) = 0.5 ja P(AN B) = 0.24.
a) Laske todenniiksisyydet P(AU B), P(AU B), P(A\ B) ja P(AU B).

b) Ovatko tapahtumat A ja B riippumattomia? Entéipi A ja B?

Ratkaisu: Kéytetdan hyviksi kaavakokoelmasta 16ytyvia todenndkoisyyden peruskaavoja. Jouk-
koja kannattaa havainnollistaa myds Vennin diagrammien avulla.

a) Kaavasta

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) (1)

saadaan
P(AUB)=0.34+0.5—0.24 = 0.56.

Sijoittamalla kaavaan (1) A:n paikalle A saadaan

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 1 — P(A) + P(B) — (P(B) — P(AN B))
=1- P(A)+ P(ANB)
=0.7+0.24 = 0.94.

Joukkoerotuksen A\ B todennékoisyydeksi saadaan
P(A\ B)=P(A) — P(AnN B) = 0.06.

De Morganin kaavalla saadaan

P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(ANB) = 0.76.
b) Tapahtumat A ja B eivéit ole riippumattomia, silla
P(ANB)=0.24+#0.15=0.3-0.5= P(A)P(B).
Myoskiin A ja B eiviit ole riippumattomia, silla
P(ANB) = P(A)P(B) & P(A)—P(ANB) = P(A)(1- P(B)) & P(ANB) = P(A)P(B).
Sama asia voidaan toki todeta myds laskemalla
P(ANB)=P(A) — P(AN B) =0.06

ja

P(A)P(B) =0.3-0.5 = 0.15.



Roger Federer ja Rafael Nadal pelaavat tennisottelun paras kolmesta systeemilla, eli voittaja
on se pelaaja, joka voittaa 2 erdi. Oletetaan, ettd Nadal voittaa yksittdisen erdn muiden
erien tuloksista riippumatta todennéakoisyydella % Tarkastellaan tapahtumia

A ="Nadal voittaa ensimmaéisen eran”,

B = "Nadal voittaa ottelun”.

a) Laske todenniikoisyydet P(B|A), P(B|A) ja P(B|A).
b) Milld todennakoisyydella Nadal voittaa ottelun?
c) Laske todenniikdisyydet P(A|B) ja P(A|B).

Ratkaisu:

a)

Todennékoisyys voidaan laskea joko kiayttdmaéllda ehdollisen todennakéisyyden magritelmaa
tai paitelld suoraan. Todennikéisyys P(B|A) tarkoittaa, etti Federerin on voitettava kaksi
viimeisté erdi. Niin ollen P(B|A) = (1) = 1.
Koska P(-|A) on todennikéisyys A:ssa, niin P(B|A) = 1— P(B|A) = %. Té&mé voidaan las-
kea myos padttelemalld mahdolliset alkeistapahtumat. Nyt kysytty todennéakoisyys koostuu
kahdesta erillisesté tapahtumasta "Nadal voittaa toisen erdn”; jolloin ottelu paéttyy suoraan
kahdessa eréssé, ja "Nadal hdvida toisen, mutta voittaa kolmannen erén”. Sama asia voidaan
vadntaa joukko-opin kielelle seuraavasti. Olkoon A; = "Nadal voittaa erdn i”’. Talloin
_ — 2 2 8

P(B|A) :P(AQU(AgﬂAg)) :P(Ag)-f—P(AgﬂAg) = §+ 9 = 9
Todenniikdisyys P(B|A) tarkoittaa, etti Nadalin on vietiivii kaksi viimeistd eriid, joten
todenniksisyys on P(BJA) = (%)2 = 2. Huomaa, ettii P(B|A) # 1 — P(B|A).

Kaytetdan kokonaistodennékoisyyden kaavaa. Tapahtuma B koostuu kahdesta erillisesta
tapahtumasta BN A ja BN A, joten kokonaitodennikoisyyden kaavan mukaan

P(B) = P(BNA)+ P(BNA) = P(BJA)P(A) + P(B|A)P(A).
Koska kaikki on laskettu a)-kohdassa, saadaan

8
P(B)=—-
(B)=¢
Néiden todennakoisyyksien laskeminen ei onnistu yhté helposti kuin edelld. Hahmottamises-
sa voi kiyttaa edelld laskettujen todennékoisyyksien maaraamas puukaaviota. Vahemmalld

padstadn, kun hyodynnetdan tarkedd Bayesin kaavaa

P(ANB) P(BJAPA) 8.2 4

Vastaavasti Bayesin kaavalla

P(ANB) _ P(BIA)P(4) _2

P(A[B) =

P(B) P(B) T



6. Pumpun venttiilin toimintaa valvotaan automaattisella hélytysjarjestelmalléd. Todenn&koi-
syys sille, ettd jarjestelmé héalyttad, kun venttiili ei toimi, on 0.98. Todennakoisyys sille,
ettd jarjestelma ei hélytd, kun venttiili toimii, on 0.985. Todennékoisyys sille, etta venttiili
ei toimi, on 0.00001. M&&raa todennékoisyys sille, ettd venttiili ei toimi, kun jéarjestelmé
halyttas.

Ratkaisu:
Merkitaan

H ="7jarjestelméa halyttad”,

V' = "venttiili toimii”.

Tiedetdin todennikdisyydet P(H|V) = 0.98, P(H|V) = 0.985 ja P(V) = 0.00001. Kysytiin
todennakoisyytta B
P(VNH)

P(H)
Lasketaan ensin todennakoisyys, ettéd jarjestelméa halyttad. Kokonaistodennédkoisyyden kaavan
mukaan

P(V|H) =

P(H)=PH|V)P(V)+PHIV)P(V)=(1-P(H|V))P(V)+ PH|V)P(V)
= 0.015-0.99999 + 0.98 - 0.00001 =~ 0.015.

Kysytty todennékoisyys saadaan Bayesin kaavalla

P(H|V)P(V)

~ 6.53- 104
P(H)

P(V|H) =

Todennédkoisyytta kannattaa havainnollistaa myds puukaavion avulla. Tulos voi tuntua yllatta-
valta, vaikka jérjestelmé toimii todennékoisyyksien mielessd kohtuullisen hyvin.



7. Kyldn asukkaista 5 % edustaa erilaisia etnisid vihemmistojd, muut ovat valtaviestosta.
Ennakkoluuloinen kun on, kyldn poliisi uskoo, ettd vihemmistoryhmiin kuuluvan toden-
nékoisyys varastaa on viisinkertainen verrattuna valtavieston jasenen todennédkoisyyteen
varastaa. Erdand aamuna kyldn poliisille ilmoitetaan varkaudesta paikalliseen kyldkaup-
paan, jolloin han ryhtyy epéileméaén, ettd varas kuuluu vihemmistoon. Kommentoi hénen
epéilynsé oikeutusta, kun olet laskenut todennékoisyyden, etté varas kuuluu valtaviestoon.

Ratkaisu: Merkitdan

A = "henkil6 kuuluu valtaviestoon”,

B ="henkil6 kuuluu vihemmistéén” = A,

V' = "henkil6 varastaa”.
Tiedetdédn todennékoisyydet
P(A) =095, P(B)=0.05 PV|A)"p>0, P(V|B)=PV|A) = 5p.
Kysytaan ehdollista todenndkdisyytta P(A|V). Kéytetadan Bayesin kaavaa

P(V|A)P(A) ~0.95p
P(V|A)P(A) + P(V[A)P(A)  0.95p+ 0.25p

P(A|V) = ~ 0.79 = 79%.

Téassdkin todennékoisyyttd kannattanee havainnollistaa my6s puukaavion avulla.



8. Erésté tietoliikennelinjaa pitkin pystyttiin lahettdméaan kahta erilaista merkkijonoa: 000 ja
111. Tiedettiin, ettd jonon 000 ldhettdmistodennékoisyys oli 0.3. Hairididen vuoksi kum-
mankin jonon yksittdinen bitti vastaanotetaan oikein todennédkoisyydelld 0.6. Lisdksi tiede-
taddn, ettd bitit siirtyvat linjalla toisistaan riippumattomasti. Kumpi on todennékéisemmin
ldhetetty merkkijono, jos vastaanotetaan merkkijono 0107

Ratkaisu: Merkitdan

L = "1ahetetdéan 0007,

V = "vastaanotaan 0107,

A; = 7i:s bitti sdilyy samana”, ¢=1,2,3.
Lasketaan todennékoisyys

P(L‘V) Ba:yes P(V;[(?/?(L)

Kokonaistodennakoisyyden kaavan mukaan

P(V) = P(VIL)P(L) + P(V|L)P(L) = P(Ay N A3 N A3)P(L) + P(A; N Ay 1 A3) P(T)
=06-04-06-03+04-06-04-0.7
= 0.1104.

Nain ollen
0.6-04-0.6-0.3

0.1104

P(LIV) = ~ 39%,

eli todennakoisemmin lahetettiin 111.



9. Tunnetusti geneettinen perimé vaikuttaa useisiin sairauksiin, joten on tarkedd pystya en-
nustamaan lasten riskid saada sairautta aiheuttava perimé. Oletetaan yksinkertaisuuden
vuoksi, ettd sairautta voidaan ennustaa yhden geeniparin avulla, jossa toinen geeni periy-
tyy &idiltad ja toinen iséltd. Geenillda on 2 muotoa: A, joka on dominoiva, ja a, joka on
resessiivinen.

Oletetaan, ettd henkil6lla on riski sairastua tautiin vain, jos geeniperimé on aa, ja ettd kaikki
geeniparit ovat yhtd todennédkdisid. Oletetaan, ettd perheen isélla on taudin aiheuttava
geneettinen riski ja ettd perheen &idilla ei ole riskid. Jos perheeseen syntyy kaksi lasta, niin
milld todennékoisyydella

a) kummallakaan lapsella ei ole riskia sairastua tautiin, jos aidilla on AA?
b) kummallakaan lapsella ei ole riskia sairastua tautiin?

c) aidilla on AA, jos kummallakaan lapsella ei ole riskid sairastua tautiin?

Ratkaisu: Kéaytetddn hieman epatasmallisid merkint6jd, mutta joista toivottavasti hahmottuu
hyvin, mistd on kyse. Tiedetaén, etta isdn perimé on aa ja ettéd didin perimé on jokin vaihtoeh-
doista aA, Aa tai AA. Merkitddn A,,, jos didin perimé on zy, ja

FE ="4idilla ei ole riskia sairastua tautiin”.
Koska tiedetéddn, ettd F sattuu ja etté kaikki geenivaihtoehdot ovat yhta todennékdisid, niin

P(AAAQE) _1/74_

Pp(Asa) = P(AaalE) = PE) 34

1/3,

misséd alaindeksi E tarkoittaa, ettd todennékoéisyys lasketaan tapahtuman E suhteen. Ilman
alaindeksié varustettu P tarkoittaa, ettd todennédkoisyysfunktio on méaéaritelty kaikkien perimé-
vaihtoehtojen joukossa.

Vastaavasti saadaan 1
PE(AAa) = PE(AQA) = g
Lapsen perimén hahmottamiseksi kannattaa laatia perimétaulukko
Aiti\Isd ‘ a a
A Aa Aa
a aa aa
josta nikyy, ettd todennikoisyys sille, ettd lapsella ei ole riskid sairastua tautiin, on 1/2, kun
tiedetddn, ettd didin perimd on Aa (lapsi saa molemmilta vanhemmiltaan yhden geenin, jotka

muodostavat lapsen geeniparin). Jos merkitain

R = "lapsella ei ole riskia sairastua tautiin”,
niin esimerkiksi )
Pr(R|A4,) = 3
Vastaavalla tavalla voidaan paétella

.. . " 1
Prp(R|Ag4) =1 ja Pg(R|Aga) = 3

Kaytetaan tapahtumalle "kummallakaan lapsella ei ole riskia sairastua tautiin” merkintdad RR.
a) Kysytiin todennikoisyytti Pp(RR|A44). Y14 olevan perusteella
PE(RR|AAA) =1,

silld aidiltd tulee varmasti geeni A, joka takaa sen, ettei sairastumismahdollisuutta ole kum-
mallakaan lapsella.



b) Kysytédén todenndkoisyyttd Pp(RR). Kokonaistodennékoisyyden mukaan

PE(RR) = PE(RR‘AAA)PE(AAA) + PE(RR‘AAQ)PE(AAG) + PE(RR‘AGA)PE(AGA>
IR U S
3 43 43 2

¢) Kysytiin todennikoisyyttd Pg(Aa4|RR). Bayesin kaavan mukaan

§ _ Pp(B4anRR)  Pp(Aas)v) 1/3 2
Pe(AaalRE) = = e = (k) — 12~ 5

Todennédkoisyyksid kannattaa hahmotella myos puukaavion avulla.

Tassa tehtavissa alaindeksi F saattaa sekottaa merkinnéllisesti, mutta hyva puoli on siiné, etté
tulee my6s merkinnélla kerrottua miké on otosavaruus, jossa todennékéisyys lasketaan. Toden-
nakoisyys riippuu aina valitusta otosavaruudesta, joten epéaselvissd tapauksissa otosavaruus on
syyta tasmentaa.



