Tilastomatematiikka

Loppukoe 16.03.2017

1. Kuvassa 1 suorakaide kuvastaa otosavaruutta S ja ympyrit joukkoja A, B ja C. Otosava-
ruus koostuu 150 opiskelijasta. Kuhunkin otosavaruuden osaan kuuluvien opiskelijoiden lu-
kumadra on merkitty nakyviin. Milla todennékoisyydelld opiskelija kuuluu seuraaviin jouk-
koihin:

A, C, AUB, BNC, B\ A, ja AUBUC?

Kuva 1: Otosavaruus S ja sen osajoukot

2. Maaraa kolmen desimaalin tarkkuudella sellainen luku x, etté
a) P(X]|<z)=0.97 kun X ~ N(0,1).
b) P(X >z)=0.975, kun X ~ t95.
c) P(X <z)=0.95 kun fx(t) = e~ kaikilla t > 0.
3. Oletetaan, ettd huippuhiihtdjien hemoglobiinitaso on normaalijakautunut satunnaismuut-
tuja X ~ N(150,225). Hiihtdji voi osallistua kilpailuun vain, jos hemoglobiinitaso ei ylita

rajaa 170. Ennen kilpailua hemoglobiinitaso testataan 40 satunnaisesti valitulta urheilijalta.
Osoittautuu, ettd 14 urheilijalla taso 170 ylittyy.

a) Milld todenndkoisyydelld 14 urheilijalla on liian korkea hemoglobiinitaso?

b) Laske normaalijakauma-approksimaatiolla arvio a)-kohdan todennékoisyydelle. Kaytéa
jatkuvuuskorjausta.

4. Tutkittiin vesimiéran z vaikutusta viljasatoon y ja saatiin seuraava havaintoaineisto

z[015 025 040 050 0.65 0.75
y| 40 37 47 46 52 53

a) Laske havaintoja vastaava regressiosuora ja ma#raé lineaarisen mallin selitysaste. (2p)

b) Muodostetaan regressiomalli
Yi=oa+pri+6

muuttujien valille. Laske kulmakertoimen 5 symmetrinen 95% luottamusvali. (4p)
5. Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joille ox = 2, oy = 3 ja p(X,Y) = —%
a) Maarad satunnaisvektorin (X,Y') kovarianssimatriisi.

b) Laske muuttujan 3X — 2Y odotusarvo ja varianssi, kun pxy = py = 1.



Kaavoja

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

P(A\B) =P(ANB) =P(A) - P(AN B)

P(A) =1-P(A)

P(A|B) =P(ANB)/P(B)

f(x) =1/(b—a), E(X) = (a+b)/2, Var(X) = (b—a)?/12

f(z) =07 E(X)=1/0, Var(X) = 1/6>

P(X =k) = (Z)p’“(l —p)" ", B(X) = np, Var(X) =np(1 —p)

P(X = k) =p(1—p)*", B(X) = 1/p, Var(X) = (1 - p)/p’
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Probability and Mathematical Statistics

Final exam 11.04.2017

1.

Let S be a sample space consisting of 150 students, which is illustrated in Kuva 1 as the rectangle.
The sets A, B and C are illustrated as circles. The number of students belonging to each subgroup
of S are given in Kuva 1. What is the probability that a randomly chosen student belongs to the
following sets:

A, AUB, AnNC, ANB, B\ Aand ANBNC?
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Kuva 1: The sample space S and its subsets

Mighty Machines Inc. has developed electronical devices each operating with probability 95% inde-
pendently of each others. The devices will be shipped in boxes consisting of 400 devices.

a) What is the probability that in a randomly chosen box at least 375 devices operate?

b) The company gives a guarantee that in each box at least k devices operate. What is the largest
k such that the guarantee is fulfilled with probability greater than 95%?

Use the normal approximation with the continuity correction in both cases.

Let us consider the hypothesis testing for a parameter 6 of some random variable.
a) What form are the hypotheses to be tested? What kind errors the test can contain?

b) Determine the proper test variable, when the tested parameter 6 is
(i)the expectation and the population variance is unknown?
(ii)the relative proportion?

(iii)the slope of the regression model?

The oxygen content of a reservoir P [mg/l] depends on the temperature T [°C| of the reservoir
according to the equation
P =ae 7T,

To estimate the parameters a and b, the oxygen content of the reservoir was measured at different
temperatures and the following data was obtained:

T‘23.1 244 25.0 265 271 28.0
P‘ 4.7 32 32 28 28 25

a) Determine the regression line In P = Ina — T between the temperature and the logarithm of
the oxygen content.

b) What is the coefficient of the determination of the model?

¢) What is the oxygen content at 30°C' given by the model?

Let us flip a coin twice. Let X be the number of heads in the first flip and Y be the number of heads
in both flips.

a) Determine the probabilities for the joint distribution of X and Y.
b) Calculate the covariance of X and Y. Are X and Y independent?



Formulae

P(AuB)=P(A)+P(B) -P(ANB)

P(A\B) =P(ANB) =P(A) —P(ANB)

P(A) =1-P(A)

P(A[B) = P(AN B)/P(B)

f(x) =1/(b—a), E(X) = (a+1b)/2, Var(X) = (b—a)?/12
f(x) =07 E(X)=1/6, Var(X) = 1/6?

P(X =k)= (Z)p’“(l —p)" %, E(X) = np, Var(X) = np(1 - p)

P(X = k) =p(1-p)*", E(X) =1/p, Var(X) = (1-p)/p’
P(X=k)= a—ke*“ E(X)=a, Var(X) =a
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Tilastomatematiikka

Loppukoe 07.09.2017

1.

Oletetaan, ettd elektroni voi olla kolmella mahdollisella energiatilalla F, 5 tai E3 todenndkoisyyk-
silli py, pa ja ps, joille pétee pip1 = §pi, i = 1,2.

a) Laske todennékdisyydet p1,ps ja ps. (3p)

b) Jos elektroni miehittdé tilan E; ja yhdelld energiatilalla ei voi olla kuin yksi elektroni, niin milld
todennékoisyydella toinen elektroni miehittaa tilan Fo? (2p)

¢) Olkoon A; tapahtuma “energiatila ¢ on miehitetty”, i = 1,2. Ovatko tapahtumat A; ja As
riippumattomia? (1p)

Lentoyhti6 tietda kokemuksesta, ettd keskimédrin 5 % paikan varanneista jaa saapumatta konee-
seen. Niinpd yhtio myykin 184 lippua koneeseen, johon mahtuu 180 matkustajaa. Oletetaan, etta
paikan varaajat ovat toisistaan riippumattomia. Laske todennékoisyys, etté jokainen lennolle todella
saapuva saa paikan

a) tarkasti. (2p)
b) kiyttdmalld normaalijakauma-approksimaatiota jatkuvuuskorjauksella. (4p)
Erés kalastustarvikevalmistaja vaittdd, ettd uuden kuitusiiman vetolujuus on keskiméérin 8.0 [kg]

ja hajonta ¢ = 0.5 [kg]. Mitattiin 50 siiman vetolujuus ja keskimééiriiseksi vetolujuudeksi saatiin
7.8 |kg]. Testaa riskitasolla 1%, voidaanko valmistajan ilmoittamaa vetolujuutta pitdé oikeana.

Seuraavassa taulukossa on tietokoneen suorittamien tehtévien lukumé&édrid x ja niihin kuluneita
(CPU) aikoja y.

z|1 2 3 4 5

y|2 5 4 9 10
a) Madrdd muuttujien z ja y vilinen regressiosuora. (2p)
b) Laske regressiosuoran kulmakertoimen 95% luottamusvali. (4p)

Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joiden yhteisjakauman tiheysfunktio on

e ™Y, kun z,y > 0,
flz,y) = {

0, muulloin.

a) Laske muuttujien X ja Y vélinen kovarianssi. Ovatko X ja Y riippumattomia? (4p)

b) Mikd on muuttujien X ja Y odotusarvo? (2p)



Kaavoja

P(AuB)=P(A)+P(B) -P(ANB)

P(A\B) =P(ANB) =P(A) —P(ANB)

P(A) =1-P(A)

P(A[B) = P(AN B)/P(B)

f(x) =1/(b—a), E(X) = (a+1b)/2, Var(X) = (b—a)?/12
f(x) =07 E(X)=1/6, Var(X) = 1/6?

P(X =k)= (Z)p’“(l —p)" %, E(X) = np, Var(X) = np(1 - p)

P(X = k) =p(1-p)*", E(X) =1/p, Var(X) = (1-p)/p’
P(X=k)= a—ke*“ E(X)=a, Var(X) =a
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Tilastomatematiikka

Loppukoe 2.11.2017

1.

Perustele, voivatko seuraavat vaitteet pitda paikkaansa.

a) Todennakoisyys, ettd opiskelija saa tilastomatematiikan kurssista arvosanan 5
on 0.32. Todennidksisyys, ettd hian saa joko arvosanan 4 tai 5 on 0.27.

b) Rakennusyhtio tekee kaksi ostoskeskusta. Todenndkoisyys, ettd suurempi val-
mistuu ajallaan, on 0.35. Todennékoisyys, ettd molemmat valmistuvat ajallaan,
on 0.42.

c¢) Todenn#ksisyys, ettéa teekkari opiskelee fysiikkaa, on 0.5. Todennékoisyys, et-
ta teekkari opiskelee matematiikkaa ja fysiikkaa, on 0.4. Todennékéisyys, etté
teekkari opiskelee matematiikkaa, on 0.8, kun tiedetéén, ettd hén opiskelee fy-
siikkaa.

Olkoot X ja Y riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat diskreettié
tasajakaumaa

Arvo 1 2 3 4
Todennékéisyys | 0.25 | 0.25 | 0.25 | 0.25

a) Laske muuttujien X ja Y kertyméfunktio. (2p)
b) Maiérié aritmeettisen keskiarvon Z = $(X +Y) jakauma. (4p)

Jos sinun pitdé testata hypoteesit Hy : = po ja Hy @ o > po, niin

a) mikd on sopiva testimuuttuja M, kun hajonta on tuntematon? (1p)
b) Miké on kynnysarvo ¢, jolle P(M > ¢) = 0.05, kun testataan 5 néytettd? (1p)
c) Testaa annetut hypoteesit riskitasolla 5%, kun po = 1 ja on saatu havainnot

1,2,3,4,5. (4p)

Seuraavassa taulukossa x on terdsndytettd venyttavd voima ja y on voiman aiheut-
tama venyma sopivissa yksikoissa.

x| 1 2 3 4 5 6

y‘14 33 40 63 76 85

a) Madrad muuttujien  ja y vélinen regressiosuora. (2p)
b) Laske regressiosuoran kulmakertoimen 95% luottamusvéli. (4p)
Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia, joille ox =2, oy = 1 ja p(X,Y) = —%.

a) Laske muuttujien X ja Y vélinen kovarianssimatriisi. (2p)
b) Ovatko X ja Y riippumattomia? (1p)

¢) Laske muuttujan X — 2Y varianssi. (3p)
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AUB)=P(A)+P(B)-P(ANDB)
A\B) =P(ANB) =P(A) - P(ANB)

P(AN B)/P(B)
1/(b—a), E(X) = (a+b)/2, Var(X) = (b— a)?/12
0" E(X)=1/6, Var(X) = 1/6?

k) = (Z)pk(l —p)" %, E(X) =np, Var(X) = np(1 — p)

k) =p(l—p)*" E(X)=1/p, Var(X) = (1 —p)/p’
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k) = y@‘a E(X)=a, Var(X) =a
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Ton—242 Sy
E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y); Var(X) E((X — E(X))%);
oxy = Cov(X,Y) = B((X — E(X))(Y — E(Y))), oxx = 0%




