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1. a) Piirrä:

1) Kaikki täydelliset graa�t jotka ovat tasograafeja. (1p)

2) Yhtenäinen graa�, joka sisältää graa�n Q3 indusoituna aligraa�naan. (1p)

3) Graa�, jonka kromaattinen luku on 3 ja joka ei sisällä graa�a C3 aligraa�naan. (1p)

b) Piirrä kaikki ei-isomor�set 6 pistettä sisältävät puut. (3p)

Ratk. a)

(1) K1: K2: K3: K4:

(2) (2) C5 :

b)

2. a) Kaukolämpöverkoston runkoputkiston rakentamismahdollisuudet ja rakentamiskustannukset (mil-
joonina euroina) 5:n kaupunginosan {a, b, c, d, e} välillä arvioitiin seuraavasti:

a b c d e
a 1 4 2
b 2 2
c 3 2
d 2

Runkoputkisto alkoi kaupunginosasta a. On selvitettävä miten runkoputkisto voidaan vetää
kaikkein edullisimmin jokaiseen kaupunginosaan. Mihin graa�teorian ongelmaan yllä kuvattu
ongelma palautuu? Etsi ratkaisu ongelmaan. Onko ratkaisu yksikäsitteinen? (3p)

b) Jonoparia a1, a2, . . . , an ja b1, b2, . . . , bn kutsutaan digraa�seksi, jos on olemassa suunnattu
graa� D pistejoukkonaan {v1, v2, . . . , vn} niin että degOD(vi) = ai ja deg

I
D(vi) = bi aina kun i =

1, 2, . . . , n. Onko jonopari 3, 1, 1, 0 ja 1, 1, 1, 2 digraa�nen? Jos on, niin piirrä ehdot toteuttava
graa�. Jos ei ole, niin perustele miksi ei. (3p)

Ratk. a) Esitetään kustannukset painotettuna graa�na.

G: e

a b

c d

2 2

2 2

1

4 2

3

Graa�teoreettiseti kyseessä on graa�n G keveimmän viritetyn puun etsiminen. Tehdään se Primin
algoritmilla. Seuraavassa punaiset viivat ovat ehdokkaita ja siniset viivat ja pisteet jo valittuja.
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a b
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2 2
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4: e

a b
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2 2
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5: e

a b

c d

2 2

2 2
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Eräs kevein virittävä puu: e

a b

c d

2

2

1

2

Ratkaisu ei ole yksikäsitteinen. Toinen ratkaisu: e

a b

c d

2

22

1

b) D: v1

v2

v3

v4

Lähtö- ja tuloasteet:

degOD degID
v1 3 1
v2 1 1
v3 1 1
v4 0 2

3. Kieli L on aakkoston {a, b, c} kieli joka sisältää täsmälleen kaikki ne sanat, joissa esiintyy osasanana
sana ab ja sana c.

a) Määrää kielen L määräävä säännöllinen ilmaisu. (2p)

b) Määrää Backus-Naur muotoinen kielioppi, joka tuottaa merkki kerrallaan vasemmalta oikealle
täsmälleen kaikki kielen L sanat. (2p)

c) Määrää äärellinen deterministinen automaatti, joka hyväksyy kaikki kielen L sanat ja hylkää
muut sanat. (2p)

Ratk. a) (a+ b+ c)∗c(a+ b+ c)∗ab(a+ b+ c)∗ + (a+ b+ c)∗ab(a+ b+ c)∗c(a+ b+ c)∗

b) Muistetaan apukirjaimilla onko osasana ab ja/tai osasana c tehty.

〈S〉 = Alkumerkki 〈abc〉 = osanat ab ja c on tehty
〈a〉 = merkki a on tehty edellisenä 〈ab〉 = osasana ab on tehty
〈c〉 = c on tehty mutta ab:tä ei 〈ca〉 = c on tehty ja a on tehty edellisenä.

〈S〉 ::= a〈a〉 | b〈S〉 | c〈c〉
〈a〉 ::= a〈a〉 | b〈ab〉 | c〈c〉
〈ab〉 ::= a〈ab〉 | b〈ab〉 | c | c〈abc〉
〈c〉 ::= a〈ca〉 | b〈c〉 | c〈c〉
〈ca〉 ::= a〈ca〉 | b〈abc〉 | c〈c〉
〈abc〉 ::= a〈abc〉 | b〈abc〉 | c〈abc〉|λ



c) Syötöt: {a, b, c}. Tilalla muistetaan onko c luettu ja missä kohtaa ab:n lukemista ollaan. Esimer-
kiksi tilassa sca on luettu c ja viimeiseksi on luettu a.

Tilaverkko:

s0start sa sab

sc sca scab
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4. a) Olkoot M1 = (S1, I, f1, s0, F1) ja M2 = (S2, I, f2, t0, F2) kaksi determinististä automaattia
ja olkoon Li automaatin Mi tunnistama kieli, i = 1, 2. Toisin sanoen L1 = L(M1) ja L2 =
L(M2). Oletetaan, että automaatit M1 ja M2 tunnetaan. Määrää kielen L1 ∪ L2 tunnistava
deterministinen automaatti. (2p)

b) Olkoon sanassa w esiintyvien symboleiden 0 lukumäärä |w|0 ja symboleiden 1 lukumäärä |w|1.
Rakenna Turingin kone joka tunnistaa kielen

L = {w| w ∈ {0, 1}∗ ja |w|1 ≥ |w|0 + 2}.

Alussa sana w on kirjoitettuna nauhalle ja lukupää on sanan w vasemmanpuoleisimman sym-
bolin kohdalla. Selitä Turingin koneen tilat, käytettävät symbolit sekä piirrä Turingin koneen
tilaverkko. (4p)

Ratk. a) Kielen L2 ∩ L1 = L1 ∩ L2 tunnistaa automaatti

M1 ×M2 = (S1 × S2, I, f, (s0, t0), F ),

missä f((s, t), a) = (f1(s, a), f2(t, a)) aina kun s ∈ S1, t ∈ S2 ja a ∈ I ja F = (F1 × S2) ∪ (S1 × F2).

b)
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