TIETOTEKNIIKAN MATEMATIIKKA

Harjoitus 2 syksy 2021 Ratkaisuja

1.

Osoita resoluutiomenettelylld (jos mahdollista), ettd {AV (B’ AC),(AV D)’} E B'.
Ratk. Vastaava padttely: {AV (B’ AC),(AV D), B} E 0.

Konjunktit: AV (B'AC)=(AVB)A(AV(C).SiisC; =AV B jaCy=AVC.
(AvD)Y =A"AD".SiisC3=A"jaCy=D'".

Cs = B.

Vastaava paattely: {Cy,Ca,...,C5} F O

C1 ja Cs: A = Cs.

Cs ja Cg: 0.

Resoluutiomenettely pysadhtyy, koska 0 saatiin paateltya.

Silloin {C1,Cs,...,C5} E 0, eli myds

{Av (B'AC),(AV D)} E B

Osoita resoluutiomenettelylla (jos mahdollista), etta

a) {(B—=C"),F,(BANC)—=AANCVDVF)}EFA
b){A—(B—=C),AVD,(EVD)— B} (C' = E')

Perustele vastauksesi. Merkitse tarkasti ndkyviin resoluutiomenettelyn eri vaiheet.

Ratk. a)Vastaava paattely: {(B — C"),F,(BAC) = A)A(CVv D' Vv F'), A’} E 0 Konjunktit:
(B—=C')Y=(B'VvVC)=BAC,C, =B,Cy=C.

F=Cs

((BAC) = A)N(CVD'VF')=(B'VC'VAIAN(CVD'VF'),Cy=B'VC'VAjaCs =CVD' VF,
A" = Cs.

Vastaava paattely: {Cy,Ca,...,Cs} F O
CrjaCy:C'VA=Cy.

Cs ja Cr: O = Cs.

Cs ja Cg: 0.

Resoluutiomenettely pysadhtyy, koska 0 saatiin paiteltya.
Silloin {C1,Cs,...,Cs} E 0, eli myds
{(B=C"Y,F,((BANC)— A AN(CVD VF)A}EO ja siis
{(B=C"),F,(BANC)—=A)AN(CVD VF)}EA.

b) Vastaava péittely:

{A-(B—C),AVD,(EVD)— B,(C" - E"Y}EO

Nyt A—- (B—C)=A"VB VvVC=C.

AV D = (s,

(EVvD)—- B=(EvD)VB)=(E'AD")VB=(E'VB)A(D'VB),eli E'VB =C3jaD'VB=C,.
(C"—=FE)Y=(CVE'Y =C'NE,eliC" =Cj; ja E =Cs.

Vastaava paattely {C1,Cs, C5,Cy, Cs,Cs} E 0.

Resoluutiosddntod soveltamalla:

Cs ja Cg: B =C4.

CrjaCy: AV C =Cs.

Cs ja C5: A" = Cy.

Cy ja Co: D = Chp.

Csja Cy: A’V B = Chy.

C11 ja Co: BV D = (Chs.

Ei muita.

Resoluutiomenettely pysihtyy, eikd 0:aa saatu paiteltyi. Siis
{C1,C2,C3,C4,C5,C6} F 0, eli {A— (B—C),AVD,(EVD)— B}F(C' - E).



Muunna alla oleva péittely symbolimuotoon. Osoita sen jilkeen pddttelyn oikeellisuus tai muodosta
vastaesimerkki joka osoittaa, ettd padttely on virheellinen.

Oletukset: Jos menet naimisiin, niin kadut. Jos et mene naimisiin, niin sitdkin kadut.
Johtopaatss: Jos siis menet naimisiin tai olet menematt, niin joka tapauksessa kadut.

Ratk. Olkoot A: "Menet naimisiin” ja B: "Kadut”. Paittely {A — B,A’ - B} F (AV A') —» B.
Vastaava paattely: {A — B, A" — B,[(AV A") — B} E 0.

Konjunktit: A - B=A"vV B = (4,

A= B=AVB=0Cy,

[(AVA) = B'=[(AvAYvVvB)=[1)VvB]=(0VvB) =B =Cs.

Vastaava paattely: {Cy,Cq,C3} E 0

CijaCy: Cy =B.

Cs ja Cy: C5 =0.

Resoluutiomenettely pysdhtyy ja koska 0 saatiin paateltyd, niin piattely on oikein.

Olkoon perusjoukkona U kaikki maailman ihmiset. Kéytetddn seuraavia predikaatteja:

M (z) = "x kiyttdd maskia.", T'(z,y) = "x haluaa tartuttaa y:n.", L(x) = "x osallistuu luennolle.",
E(z) = "x pitdd koronaetdisyydet.", ja seuraavaa alkiota perusjoukosta LL: "Lauri Luennoija".

Kirjoita lauseet 1)-3) merkkimuotoon
1) "Kukaan ei halua tartuttaa ketdan."

2) "Ei ole totta, ettd jokainen maskia kiyttéva luennolle osallistuja haluaa tartuttaa jonkin luennolle
osallistujan."

3) "Jos Lauri Luennoija pitdd maskia tai pitdd koronaetiisyydet, niin luennolla on ainakin yksi
maskia kiiyttava koronaetdisyydet pitdva osallistuja, jota hén ei halua tartuttaa."

Ratk. 1) VavVyT'(z,y) tai (3z3yT(z,y))
2) [Va(M(x) A L(z)) = By(L(y) AT (2,9)))]
3) (K(LL)V E(LL)) — [32(M(x) A L(z) A E(z) AT'(LL, z))]

Olkoon perusjoukkona U kaikki maailman ihmiset. Kéytetddn seuraavia predikaatteja:

V(z) = "x haluaa voittaa vaalit", P(z) = "x on presidentti", S(x,y) = "x solvaa y:ta.", J(z) = "x

jakaa valtion varoja", K (x) = "x kertoo vaihtoehtoisia totuuksia", ja seuraavia alkiota perusjoukosta
D: "Aku"ja Joe: "Jussi". Kirjoita lauseet a)-c) merkkimuotoon.

a) "Jokainen vaalien voittamista haluava presidentti jakaa valtion varoja."

b) "Aku ei halua voittaa vaaleja, jos on olemassa yksi vaihtoehtoisia totuuksia kertova presidentti
jota Aku ei solvaa."

c) "Jos Jussi haluaa voittaa vaalit, niin hdn joutuu ainakin yhden vaalien voittamista haluavan
vaihtoehtoisia totuuksia kertovan presidentin solvaamaksi."

Ratk. a) Vz[(V(z) A P(x)) = J(2)]

b) Fz(P(z) A S"(Aku,z) A K(x))] — V(D)

c) V(Joe) = [Fx(P(z) AV (x) AN K(z) A S(x, Joe))]

Ovatko seuraavat lauseet tosia vai epétosia? a) Jz[z® = —1], U = Z. b) Vz[-2 < |, U = Z ¢)
Vedy(zy = 1),U =Z. d) Va[(z € Z) — 3z ¢ Z)],U =R.

Ratk. a) (—1)3 = —1 ja —1 € Z, joten lause tosi. b) Koska —(—1) = 1 > —1, niin lause on epétosi.
c) Nyt 2 € Z, mutta 2y = 1 tdsmaélleen silloin kun y = % (ei siis muilla y:n arvoilla). Koska % ¢ 7,
niin lause on epétosi d) Nyt 1 € Z ja3-1 =3 € Z, joten lause (1 € Z) — (3 ¢ Z) on epétosi. Siis
alkuperdinen lause on epétosi.

Maarad seuraavien lauseiden totuusarvo: 1) Vz3Iy(a¥ > 9), 2) JaVy((x — y) < 3), kun perusjoukko
U=1{1,2,3,4,...}. Perustele vastauksesi.
Ratk. b1l) 1¥ =1 < 9 aina kun y € U. Lause on epétosi.

b2) Nyt 1 — y < 3 aina kun y € U. Lause on tosi.



Olkoot P(x,y) kaksipaikkainen predikaatti. Onko (VzP(z,z)) — (VaVyP(z,y)) validi lause? Perus-
tele vastauksesi.

Ratk. Valitaan perusjoukko U = R ja predikaatti P(x,y) : 7z = y”. Nyt x=x jokaisella reaaliluvulla
x, joten Vo P(x,x) on tosi. 1 # 2, joten P(1,2) on epétosi, joten YaVyP(z,y) on epitosi.

Siis télla tulkinnalla lause (Vo P(z,z)) — (VaVyP(z,y)) on epétosi, joten se ei ole validi lause.

Kirjoita seuraava predikaattilogiikan lause disjunktiiviseen ja konjunktiiviseen Prenex normaalimuo-
toon.

{va[P(z) vV Q(z)]} = {[VzP(z)] v V2Q(x)}.
Ratk.DPNF-muoto:

{va[P(z) vV Q(@)]} = {VzP(z)] v [VzQ(x)]}
= (Va[P(2) v Q(@)]} — {[yPW)] V [V2Q(2)]
= {Va[P(z) v Q(x)]} V{[vyP(y)] v [V2Q(2)]
= {Fz[P'(z) A Q" (@)} V{[VyP(y)] v [V2Q(2)]}
= Ja{[P'(z) A Q"(2)] V {Vy[Vz(P(y) vV Q(2))]}}
= JaVy{[P'(z) A Q'(2)] V{[Vz(P(y) v Q(2))]}}
= JaVyv{[P'(2) A Q' ()] V [P(y)] V [Q(2)]}.
CPNF-muoto:

{Va[P(z) v Q(2)]} — {[VaP(a)] V V2 Q(x)}

kuten edelld

= JavyV{[P'(2) AQ'(2)] V [P(y) v Q(2)]}
= JaVyvVz{[P'(z) vV P(y) vV Q(2)| A [Q'(z) V P(y) V Q(2)]}.

}
}



