TIETOTEKNIIKAN MATEMATIIKKA

Harjoitus 9 syksy 2019. Ratkaisut.

1.

Rakenna &érellinen deterministinen automaatti, joka hyvéksyy 0,1-jonoista tdsmélleen ne, joissa on
1:i4 nelosella jaollinen méira (# 0) ja hylkdd muut.

Ratk. Tilalla muistetaan bittien 1 méaérén 4:lla jakamisen osamé&ara.
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Maéarda darellinen deterministinen automaatti, joka hyvéiksyy kaikki ne aakkoston {x, y} sanat joissa
esiintyy ainakin kaksi x kirjainta ja korkeintaan kolme gy kirjainta, ja hylkdd muut sanat. Piirra
automaatin tilaverkko ja selitd sy6tot ja tilat.
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Ratk.Syotot: {x,y}. Tilalla muistetaan montako merkkié x ja montako merkkié y on luettu ja onko

virhe tapahtunut.
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Tilaverkko:
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Laadi aérellinen deterministinen automaatti (piirtdméalla automaatin tilaverkko), joka hyviksyy kai-
kista aakkoston {a,b} sanoista tésmilleen ne joissa a:ta on parillinen méa#ri ja sanassa esiintyy
osasanana sana aab ja hylkdd muut.

Ratk. Muistetaan tiloilla onko kirjainta a tehty parillinen (e "even") vai pariton mééra (o "odd")
ja missa kohtaa viimeisilla merkeilld ollaan lukemassa sanaa aab. Esimerkiksi automaatti on tilassa
€qq kun kirjainta a on luettu parillinen maéra ja viimeisind merkkeind on luettu aa. Vastaavasti
automaatti on tilassa o,, kun kirjainta a on luettu pariton méara, viimein luettu merkki oli a ja sita
edellinen ei ollut a. Automaatti on tilassa 044, kun osasana aab on luettu ja kirjainta a on luettu
pariton mééra. Tila sg on alkutila ja tilassa ¢ automaatti on kun sithen mennessi luetussa sanassa
molemmat ehdot on taytetty .
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Tutkitaan alla olevalla taulukolla esitettya darellistd automaattia, missa alkutila on sg ja lopputi-
lojen joukko {s3}. Mairaa kieli/sanat, jotka automaatti hyviksyy. Laadi d4rellinen deterministinen
automaatti, joka hyvéiksyy tédsmélleen saman kielen kuin kuvion &érellinen epédeterministinen auto-
maatti midraamélla laskien deterministisen automaatin tilat ja lopulliset tilat (hyviksymistilat) ja



piirtdmalla deterministisen automaatin tilaverkko, missé nikyy mistd epaddeterministisen automaa-
tin tiloista deterministisen automaatin tilat koostuvat.
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Ratk.

Epédeterministinen automaatti:

Tilaverkko:

Deterministinen automaatti:

Tilaverkko:
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Automaattien hyviksymé kieli: Epddeterministisestd automaatista ndhdéaén, ettd jokainen hyvék-
sytty sana sisdltdd vahintddn kaksi 1:std. Vahiten 1:std sisdltdvit hyviksytyt sanat ovat muotoa
10*1. Jokainen hyvaksytty sana alkaa tdtd muotoa olevalla sanalla. Hyvaksytyt sanat voivat jatkua
mielivaltaisella maaralla muotoa 110*1 tai muotoa 10*1 olevilla sanoilla. Muun muotoisia sanoja
automaatti ei hyviksy. Automaatin hyviksymaé kieli on siis muotoa 10*1(110*1 + 10*1)*.

Tutkitaan kirjaimista a, b ja x koostuvia sanoja (vasemmalta oikealle). Sana w’ on sanan w alkuosa,
jos w = w'w” jollakin sanalla w”. Esimerkiksi A, b, bz, bxb ovat sanan bz alkuosat. Olkoon sanassa
w eslintyvien a kirjainten lukumééré |w|, ja b kirjainten lukumééra |wlp.

a) Rakenna sellainen dérellinen deterministinen automaatti, joka lukee kirjaimista a, b ja « koostuvia
sanoja ja hyviksyy niistd sellaiset sanat w joille on voimassa molemmat seuraavista ehdoista: (i) jos
w’ on w:n alkuosa , niin —2 < |w'|, — |w'|p < 3 (ii) |w|q — |w|p = £2, ja hylkdd muut

b) Rakenna epédeterministinen automaatti, joka tunnistaa tasmélleen samat sanat kuin kohdan a)
deterministinen automaatti, ja jolla on ainoastaan yksi hyvaksyva tila.



Ratk. a) Tiloilla muistetaan sithen mennessé luetulle sanalle w’ luku |w'|, — |w'|p.
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b) Ei tarvita hylkddvia tilaa. Kun luettu syotto on sitd muotoa, ettei endd voi saada hyvaksyttaviaa
syottod, niin automaatti ei voi enédé jatkaa lukemista.
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Tilaverkko:

0O:ista ja 1:istd koostuva merkkijono on palindromi, jos jono on sama luettaessa vasemmalta oikealle
kuin oikealta vasemmalle (esimerkiksi jono 00100100 on palindromi). Luettele kaikki 4:std merkisté
koostuvat 0,1-palindromit (1p). Olkoon w = wywows - Wy, n > 1, missi jokainen w; (¢ =1,...,n)
on 4:std merkista koostuva (vain O:ia ja 1:sid késittavd) palindromi (1. w saadaan asettamalla mieli-
valtainen mééréd (kuitenkin ainakin yksi) 4:n merkin palindromeja periikkiin). Rakenna determinis-
tinen &arellinen automaatti, joka hyviksyy 0,1-jonoista tdsmélleen jonot w, jotka on kuvattu ylla.
Voidaanko rakentaa &irellinen deterministinen automaatti joka hyviksyy tasmaélleen kaikki aakkos-
ton {0,1} palindromit? Jos voidaan, rakenna automaatti. Jos ei voida, selitd miksi ei.

Ratk. Aakkoston {0, 1} 4:n pituiset palindromit ovat 1111, 0000, 1001, 0110. Tiloilla muistetaan miki
osa palindromeista on tehty (tilat sg, soo, 01,510, 511), mikd bitti on palindromeista vield tehtévi
(tilat to ja t1) ja onko tapahtunut virhe (tila R).



Viite: Kaikki aakkoston {0,1} palindromit (ja vain ne) hyviksyvii automaattia ei voida rakentaa.
Todistus. Tehdddn Vastaoletus: Automaatti voidaan rakentaa ja se sisaltdé k tilaa.
Tarkastellaan sanaa 0¥1¥1%0%. Sana on palindromi, joten automaatti hyviksyy sanan.

Koska automaatissa on k tilaa, niin luettaessa sanan alkuosaa 0F jokin tila esiintyy kaksi kertaa.

Oletetaan ettd nidin tapahtuu kun sana 0° ja sana 0/ on luettu, missd j > i. Silloin automaatti
tunnistaa my6s sanan 0°0¥~71%1%0F, eli sanan 0'1¥1¥0*, missé | < k. Tdméi sana ei ole palindromi,
joten Vastaoletus on vadra, eli Viite on voimassa.



