TIETOTEKNIIKAN MATEMATIIKKA
Harjoitus 3 syksy 2019 Ratkaisut

1.

Osoita, ettd 2™ < n! aina kun n =4,5, ...

Ratk.Viite: 2" < n! aina kun n =4,5,...

Tod. Matemaattinen induktio n:n suhteen. Merkitdén P(n) : 2" < nl.
Koska 2* = 16 ja 4! = 24, niin P(4) on voimassa.

Induktio-oletus: P(k) : 2¥ < k! on voimassa.

Osoitetaan, ettd P(k + 1) : 2541 < (k + 1)! on voimassa.

Nyt 2k+1 = 2. 2% Koska Induktio-oletuksen perusteella on 2¥ < k! ja koska k + 1 >4 + 1 > 2, niin
on

2kl = 2. 28 < (k+1)-k!' = (k+ 1)}, eli P(k+ 1) on voimassa.

Induktioperiaatteen perusteella on P(n) voimassa kaikilla k = 4,5, ..., eli Viite on voimassa.

Luvut a, méairitellddn seuraavalla palautuskaavalla (rekursiivisella kaavalla): a, = a,—1 +3 (n =
2,3,4,5,...) ja liséksi tiedetddn, ettd a; = 2. M&adrdd lukujonon a, 10 ensimmaiistd jasentd ja
paattele taméan jilkeen luvun a, arvo. Todista lopuksi, ettéd luku a,, saa padttelemési arvon.
Ratk. a, = a,—1 +3 (n =2,3,4,5,...) ja a; = 2. Silloin

ay =2 =3-1 =1-3-1

aa= a+3 =2+3 =5 =6-1 =2.-3-1

az= a+3 =5+3 =8 =9-1 =3-3-1

ag= a3+3 =843 =11 =12-1 =4-3-1

as as+3 =143 =14 =15-1 =5-3-1

ap= a+3 =26+3 =29 =30—-1 =10-3-1
Viite: a, =3-n—1lainakunn=23,....
Tod. Olkoon P(n):”a,=3-n—17.
Nyt a; =5=3-2—1, eli P(2) on voimassa.
Induktio-oletus: P(k) on voimassa.
Induktiovdite: P(k + 1) on voimassa eli ar, =3 -k — 1.
Induktioviitteen todistus: Nyt ag41 =ap+3=3-k—1+3=3-(k+1)— 1.
Siis P(k + 1) on voimassa.
Induktioperiaatteen perusteella P(n) on voimassa kaikillan = 2,3, .. ..

Viite on voimassa.

Osoita matemaattisen induktion avulla, ettd 3™ > 2n aina kunn =1,2,3....

Ratk.Viite: 3" > 2n aina kunn=1,2,3,...

Tod. Matemaattinen induktio n:n suhteen. Merkitédén P(n) : 3" > 2n.

Koska 3! = 3 ja 2-1 =2, niin P(1) on voimassa.

Induktio-oletus: P(k) : 3* > 2k on voimassa.

Osoitetaan, ettid P(k + 1) : 3**1 > 2(k + 1)! on voimassa.

Nyt 3¥+1 =3.3% > 3.2k =2k + 4k > 2k +4 =2(k+ 1) +2 > 2(k + 1), eli P(k + 1) on voimassa.

Induktioperiaatteen perusteella on P(n) voimassa kaikilla £ = 1,2,3,.. ., eli Viite on voimassa.

Nelién muotoinen alue on jaettu 7:114 vaakasuoralla viivalla 8:ksi nauhaksi. Kun alueen lavistaé yksi-
kin pystysuora viiva, saadaan suorakaiteen muotoisia ruutuja. Osoita etti piirtdmalla mielivaltaisen
monta (ainakin yksi, mutta kuitenkin dérellinen mé#éréd) pystysuoraa alueen leikkaavaa viivaa saa-
daan ruudukko, jonka ruudut voidaan varittda mustiksi ja valkoisiksi siten, ettd kahdella mustalla
ruudulla ei ole yhteistd sivuviivaa eiké kahdella valkoisella ruudulla ole yhteisté sivuviivaa (saadaan
shakkilautakuvio).

Ratk. Matemaattinen induktio. Olkoon P(n) : "n:ll4 viivalla saadaan shakkilautakuvio”
Viite: P(n) on voimassa aina kunn =1,2,....

Halkaisemalla yhdelld pystysuoralla viivalla 8 nauhaa ja virittdmalld nauhat sopivasti saadaan



shakkilautakuvio. Siis P(1) on voimassa.

Induktio-oletus: P(k) on voimassa

Induktioviite: P(k + 1) on voimassa.

Jaetaan nauhat k& + 1:114 pystysuoralla viivalla. Poistetaan yksi viivoista. Silloin nauhat on jaettu
k:lla pystysuoralla viivalla.Induktio-oletuksen perusteella niin jaetut nauhat voidaan varittaa
shakkilautakuviolla. Jaetaan oikein véritetty vaakasuora nauhajoukko poistetulla viivalla. Uusi viiva
jakaa joka nauhasta yhden suorakulmion kahtia. Uuden viivan vasemmalla puolella olevien
suorakulmioiden vérit pidetdén ennallaan ja uuden viivan oikealla puolella olevien suorakulmioiden
vérit vaihdetaan. Saadaan shakkilautakuvio.

Siis P(k + 1) on voimassa, eli Viite on voimassa.

Joukkoa C),, joka koostuu m:n merkin mittaisista 0:ia ja 1:sid késittelevistd jonoista, sanotaan
virheen havaitsevaksi, jos mitkd tahansa kaksi C),:n jonoa poikkeavat toisistaan ainakin kahden
merkkipaikan osalta toisistaan. Esimerkiksi joukko C3 = {010, 100, 001} on virheen havaitseva mutta
joukko C3 = {010,001, 101} ei ole koska jonot 001 ja 101 poikkeavat toisistaan vain ensimméisen
(=yhden) kirjainpaikan osalta. Osoita, ettd kun C,,:ssd on ainakin 2~! + 1 jonoa, niin C,, ei ole
virheen havaitseva millain m = 2,3,4,5,. ... Luettele kaikki Cy:t joissa 22~! +1 jonoa.

Ratk. Cy:t joissa 2271 + 1 = 3 jonoa: {00, 11,01}, {00, 11,10}, {01,10,00} ja {01,10,11}.
Merkitééin P(n): "Jos joukossa C,, on ainakin 2"~1 + 1 jonoa, niin joukko ei ole virheen havaitseva”.
Viite: P(n) on voimassa aina kun n = 2,3,....

P(2) on voimassa, koska ylla ovat kaikki 2:n pituiset 3:n jonon joukot.

Yksikdan niisté ei ole virheen havaitseva.

Induktio-oletus: P(k) on voimassa.

Induktioviite: P(k + 1) on voimassa.

Induktioviitteen todistus. Olkoon Cjq:ssi 26171 41 = 2% 4 1 jonoa. Koska luku 2% + 1 on
pariton ja koska jokainen jono alkaa joko merkilld 0 tai merkilld 1, niin joukossa Ci41 on joko 0:lla

tai 1:11i alkavia jonoja ainakin 25— 41 = 2% 41

kappaletta. Oletetaan, etti 0:lla alkavia jonoja on ainakin 2% + 1 kappaletta (1 alkavat vastaavasti).
Olkoon Cy = {a|0a € Ci41}, eli Ck:n jonot saadaan Cj41:n 0:lla alkavista jonoista poistamalla
edessé oleva 0.

Silloin Cj,:ssa on 28~ 41 erilaista k:m pituista jonoa. Induktio-oletuksen perusteella C}, ei ole virheen
havaitseva. Silloin myo6skdan Cg,1:n 0:lla alkavien jonojen joukko ei ole virheen havaitseva. Siis C41
ei ole virheen havaitseva, eli P(k + 1) on voimassa.

Viite on voimassa.
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eli P(0) on voimassa.



Induktio-oletus: P(k) on voimassa, eli > i = (X7 i) + (X5, i) + mk.
Induktioviite. P(k + 1) on voimassa, eli Z;’:{kﬂi =)+ (Zf;l i) +m(k +1).
Induktioviitteen todistus. Nyt
St = () k)
(S )+ (S i)k ()
= (S (S )+ (k1) +mE 4 m
= (T + (S +mlk+ 1),
Siis P(k + 1) on voimassa. Véite on voimassa.

Osoita matemaattisen induktion avulla, ettd viahintddn 15 opiskelijan joukko voidaan aina jakaa
ryhmiin, joissa jokaisessa on 4 tai 5 opiskelijaa.

Ratk. Matemaattinen induktio opiskelijoiden méa&ran suhteen.
P(n) : "n = 4p + 5q joillakin kokonaisluvuilla p ja ¢ ”

Viite: P(n) on voimassa aina kun n = 15,16, .. ..
15=4-0+5-3, joten P(15) on voimassa.

Induktio-oletus: P(i) on voimassa aina kun i = 15,16,17... k.
Induktioviite: P(k + 1) on voimassa.

Induktioviitteen todistus: Nyt induktio-oletuksen perusteella & + 1 = 4p + 5g + 1 joillakin
kokonaisluvuilla p ja gq.

(1) Josp>1,niink+1=4(p—1)+5¢+4+1=4(p—1)+5(g+1) eli Induktiovéite on voimassa.

(2) Jos p =0, niin koska k > 15, on ¢ > 3. Silloinon k+1=5(¢—3)+15+1=5(q—3)+4 -4, eli
Induktiovéite on voimassa.

Kohtien (1) ja (2) perusteella Induktioviite on voimassa, eli Véite on voimassa.

Esitd a) luku (545626)109 7-kantaisena ja 19-kantaisena, b) luku (1FOEBC)¢ 11-kantaisena,
¢)(10011111101101)2 okta- ja heksalukuna, d)heksaluku AEC934 binéérilukuna ja oktalukuna.
Ratk. a) Nyt

545626 = 77946 - 7 + 4
77946 = 11135- 741
11135 =1590-7+5

1590 =227-7+1

227T=32-7T4+3
32=4-7T+4
4=0-7T4+4

Eli (545626),0 = (4431514);

545626 = 28717 - 19+ 3
28717 =1511-1948
15611 =79-19+4 10
79=4-19+3
4=0-19+4

Eli (545626)10 = (43A83)19.
b) (1FOEBC)16 = (1-16°+15-16*+0-16%+14-162+11-16+12-16°)10 = (2035388)19 = (1170243)1;
c) (10011111101101)5 = 010 011 111 101 101 = (23755)s.



10.

11.

(10011111101101)5 = 0010 0111 1110 1101 = (27ED) 3¢
d) (AEC934)16 = (1010 1110 1100 1001 0011 0100), = (101 011 101 100 100 100 110 100),
= (53544464)5

Olkoon A = (1433110)10 ja B = (110999)1¢. Laske A — B ja B — A kdyttdmalld vahennyslaskua
ilman lainaamista.

Ratk. A — B: A = 1433110, B = 0110999,
A—B=A—B+10"—10" = A+ (10" = B) =107 = A+(1+(9999999— B)) —107 = A+ (14 B*)—107
= A+ B —107

B* = 9999999 — B = 9999999 — 0110999 = 9889000. B** = B* + 1 = 9889000 + 1 = 9889001
A+ B** = 1433110 + 9889001 = 11322111. A—B=A+ B* —107 = 1322111.
B- A: B—-A=B—-—A+10"-10" = B+ A* — 10".

A = A*+1=9999999 — A + 1 = 9999999 — 1433110 + 1 = 8566889 + 1 = 8566890

B+ A™ = 0110999 + 8566890 = 8677889 < 107 Ei ylivuotoa, eli B — A < 0.

Nyt

B—A=B+ A" -10" = —[10" — (B + A**)] = —[1 + 9999999 — (B + A**)] = —[1 + (B — A**)*]
= (B + A™)*

(B + A*)* = 9999999 — 8677889 = 1322110

(B+ A™)*™ = (B+ A*)* +1=1322110+ 1 = 1322111

Siis B — A = —1322111.

Kun 16-jarjestelmén luvut ovat suuruusjarjestyksessé 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E.F ja luku X =

(8946 AF )16 ja Y = (F'347)16, niin laske erotus X — Y kiyttden vahennyslaskua ilman lainaamista.
Laskut on tehtévé 16-jarjestelméssa. Kaikki laskut on esitettéava.

Ratk. X =8946AF,Y = 00F347.

Y*=FFFFFF -Y =FFFFFF —00F347 = FF0CBS.

Y** = FFOCB8 +1 = FF0CB9.

X +Y* =8946AF + FFOCB9 = 1885368. Ylivuoto, joten X —Y = 885368.

2-jarjestelmén luvut ovat suuruusjarjestyksessd 0 ja 1 ja vastaavasti 16-jarjestelmén luvut ovat
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F. Luku X = (7TAD)y5 ja luku Y = (BC)16. Lausu luvut X ja
Y 2-jarjestelméssa. Kaytd alla olevaa muunnostaulukkoa. Laske sen jélkeen erotus Y — X kiyttden
vahennyslaskua ilman lainaamista. Laskut on tehtéava 2-jarjestelméssa. Kaikki laskut on esitettéva.

Heksaluvut 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
Bindédriluvut 0000 0001 0010 0011 0100 0101 01100111 1000 1001 1010 1011 1100 11011110 1111

Ratk. Nyt X = (7TAD);s = (0111 1010 1101) ja Y = (BC)16 = (1011 1100),

Y—-X =01111010 1101—0000 1011 1100 = 0111 1010 1101+ (1 0000 0000 0000 — 0111 1010 1101) —
1 0000 0000 0000 = 0111 1010 1101 + X™** — 1 0000 0000 0000

X*=1111 1111 1111 — 0111 1010 1101 = 1000 0101 0010 ja X** = X* + 1 = 1000 0101 0011
Y + X** =1001 0000 1111. Ei ylivuotoa, joten ¥ — X < 0.

Silloin Y — X = —(Y + X**)** = —(1111 1111 1111 — 1001 0000 1111 + 1)

= —(0110 1111 0000 + 1) =—0110 1111 0001



