TIETOTEKNIIKAN MATEMATIIKKA

Harjoitus 2 syksy 2019 Ratkaisuja

1.

Osoita resoluutiomenettelylld (jos mahdollista), ettd

a){(C - A)V(D — B),A— E,(BAF),(CVE)A(F — D),E'} E F'.b){AV(B'AC),(AVD)'} E B'.
Ratk. a) Vastaava padttely: {(C — A)V(D — B),A— E,(BAF),(CVE)AN(F — D),E',F}EO.
Konjunktit: (C - A) V(D —-B)=C'"VAVD' VB=C(C
A—-E=AVE=0C,

(BAFY =B'VF' =C;

(CVEYAN(F—-D)=(CVE)AN(F'VD). Nyt C4 =CVEjaCs=FVD.
Cs=E jaCy = F.

Vastaava paattely: {Cq,Ca,...,C7} F 0

CyjaCy:Cs=BVC'VD' VE

C3jaCg: Cog=C'"VD'VEVF

CyjaCy: Cro=D'VEVF

Cs ja Cig: C11 = EV F'

Cs ja C11: Cia = F’

Ciz2jaCr: Ci3 =0

Resoluutiomenettely pysahtyy ja koska 0 saatiin paateltyé, niin
{(C—-A)V(D—-B),A—>E(BANF),(CVEYN(F—D),E'}EF'.

b) Vastaava péittely: {AV (B’ AC),(AV D) ,B}E 0.

Konjunktit: AV (B'AC)=(AVB)A(AV (). SiisCy =AVB jaCy=AVC.
(AVDY = A’ A D'. Siis C3 = A’ ja Cy = D'

Cs=DB.

Vastaava paattely: {Cy,Ca,...,C5} F O

Cy jaCy: B'VC = Cg.

Cy ja C3: C' = C7.

C4 ja C5: B’ (on jo C5 )

Ei muita.

Resoluutiomenettely pysadhtyy koska uusia konjunteja ei endé muodostu. Aina epétotta lausetta O
ei saatu paateltyd, joten péaittelyd ei voida suorittaa.

Osoita resoluutiomenettelylld (jos mahdollista), etta

a) {(B—=>C") F,(BNC)=>AANCVD VF)}EA
b){A—-(B—-C),AVD,(EVD)— B}E(C' = E")

Perustele vastauksesi. Merkitse tarkasti nakyviin resoluutiomenettelyn eri vaiheet.

Ratk. a)Vastaava pédttely: {(B — C"),F,((BAC) — A)A(CV D' Vv F'), A’} E 0 Konjunktit:
(B—=C")Y=(BVvVC)=BANC,C,=B,Cy,=C.

F=0C;

((BAC) = A)N(CVD'VF')Y=(B'VC'VA)N(CVD'VF'),Cy=B'VC'VAjaCs =CVD' VF,
A = Cs.

Vastaava paittely: {Cy,Cs,...,Cs} EO

CyjaCy: C'VA=Cy.

Cs ja C7: C' = Cs.

Cs ja Cg: 0.

Resoluutiomenettely pyséhtyy, koska 0 saatiin paiteltya.
Silloin {C1,Cs,...,Cs} E 0, eli myos
{(B=>C"Y,F,(BNC)—= A AN(CVD' VF) A}EDO0 jasiis
{(B=C"),F,(BANC)—=A)AN(CVD VF)}EA.



b) Vastaava péattely:

{A— (B—C),AVD,(EVD)— B,(C' - E)}FO

Nyt A= (B—C)=A"VB' vC=Ch.

AV D = Cy,

(EvD) - B=(EVD)VB)=(E'AND')VB=(E'VB)AN(D'VB),eli E'VB = C5 jaD'VB=Cy.
(C"=E)Y=(CVEY=C'ANE,eli C'=C5 ja E = Cs.

Vastaava péittely {C1,Cs, Cs,Cy, Cs,Cs} E 0.

Resoluutiosaéntoa soveltamalla:

Cs3 ja Cs: B=Cr.

CrjaCy: AV C =Cs.

Cg ja Cs: A" = Cy.

Cy ja Cy: D = Cqp.

Cs ja Cy: A’V B =Chy.

Ci1 ja Co: BV D = (Chs.

Ei muita.

Resoluutiomenettely pysihtyy, eikd 0:aa saatu péaiteltyd. Siis

{C1,C5,C3,C4,C5,C} £ 0,eli {A— (B—C),AVD,(EVD)— B} (C' > E).

Muunna alla oleva péaattely symbolimuotoon. Osoita sen jidlkeen péattelyn oikeellisuus tai muodosta
vastaesimerkki joka osoittaa, ettd padttely on virheellinen.

Oletukset: Jos menet naimisiin, niin kadut. Jos et mene naimisiin, niin sitdkin kadut.
Johtop&atos: Jos siis menet naimisiin tai olet menemétté, niin joka tapauksessa kadut.

Ratk. Olkoot A: "Menet naimisiin” ja B: "Kadut”. Pééttely {A — B,A’ - B} F (AV A") - B.
Vastaava pééttely: {A — B, A’ — B,[(AV A’") —» B]'} E 0.

Konjunktit: A —+ B= A"V B = (,

A" — B=AV B =_C_C,,

[(AVAY =B =[(AvVA)VvB)=[1)VvB'=(0VB) =B =Cs.

Vastaava padttely: {C1,Ca,C5}F 0

C1 ja Cy: Cy = B.

Cs ja Cy: C5 = 0.

Resoluutiomenettely pyséhtyy ja koska 0 saatiin paételtyé, niin paéttely on oikein.

4. Olkoon perusjoukkona U kaikki maailman ihmiset. Kéytetddn seuraavia predikaatteja: P(x) :
"x on padministeri", T'(z,y) : "x tukee y:td", B(z) : "x kannattaa kovaa Brexitid", K(z) : "x on
konservatiivi", F(z) : "x pelkdd erottamista", ja seuraavaa alkiota perusjoukosta: J: "Tomson".

Kirjoita lauseet a)-c) merkkimuotoon:

a) Jokainen Tomsonia tukeva on konservatiivi, joka pelkd& erottamista tai kannattaa kovaa
Brexitia.

b) Ainakin yksi konservatiivi on itsedén tukeva kovaa brexitid kannattava erottamista pelkédéva
paaministeri.

¢) Tomson on kovaa Brexitid kannattava padministeri, jos yksikin konservatiivi pelkié erot-
tamista.

Ratk. a) Vz[T(x,J) — [K(x) A (E(x)V B(z))]]

b) 3z[K(x) ANT(xz,x2) A B(x) A E(z) A P(x)] ¢) Sama lause toisin: Jos yksikin konservatiivi pelkdé
erottamista, niin Tomson on kovaa brexitid kannattava padministeri. [Jz(K (z) A E(z))] = (P(J) A
B(J))



Olkoon perusjoukkona U kaikki maailman ihmiset. Kéytetaan seuraavia predikaatteja: P(x) : "x

on presidentti", T'(z,y) ’x tietdd y:std jotain”, S(x,y) ’x tekee sopimuksia y:n kanssa” , V(x) "x
kertoo vaihtoehtoisia totuuksia"ja seuraavia alkiota perusjoukosta: D: "Aku” ja Pu:"Tupin".

Kirjoita lauseet a)-c) merkkimuotoon

a) Jokainen vaihtoehtoisia totuuksia kertova presidentti, josta Tupin tietd4 jotain, tekee sopimuksia
Tupinin kanssa.

b) Ei ole totta, ettéd jokainen presidentti tekee sopimuksia jokaisen hénesté jotain tietdvan kanssa.

¢) Aku tietdd itsestdéin jotain tésmaélleen silloin, kun hén ei ole vaihtoehtoisia totuuksia kertova
Tupinin kanssa sopimuksia tekevé presidentti.

Ratk. a) Vz[(V(z) A P(x) AT(Pu,z)) — S(x, Pu)] b){VaVy[(P(z) AT (y,x)) = S(z,y)]}

¢) T(D,D) + [V(D) ANT(D, Pu) A P(D)]

Ovatko seuraavat lauseet tosia vai epétosia? a) Vz[x > —z], U = R. b) Jz[2z = 3z], U = Z ¢)
Ve[(zx € Z) = ((x +2) € Z)[,U =R. d) Vz[(x € Z) — (§ € Z)|,U =R.

Ratk. a) —1 > 1 on epiitosi, joten lause epétosi. b) 2-0 =3 -0, joten lause on tosi

¢) Jos x on kokonaisluku, niin my6s « + 2 on kokonaisluku, eli lause on tosi.

d) 1 on kokonaisluku, mutta % ei ole. Lause on epétosi.

Mité seuraavat lauseet tarkoittavat, kun perusjoukko U = R ? M&arda lauseiden totuusarvo.
a) Val(@? + 1)% > 1], bVavy[(ey)? > 1] ) Iyp¥al(e = 0) V (zy = 2)] d) Gal(x € Z) — (52 ¢ N
Ratk. a) "Kaikilla reaaliluvuilla  on (22 + 1) > 1".

Lause on tosi, sillid koska 2 > 0 kaikilla reaaliluvuilla z, niin 22 + 1 > 1 kaikilla reaaliluvuilla z,
joten myds (22 4+ 1)2 > 1 kaikilla reaaliluvuilla .

b) "Jokaisen reaalilukuparin z, y tulon nelié on > 1."Lause on epétosi, silla 0-0 =0 < 1.

¢) "On olemassa sellainen reaaliluku y, etté kaikille reaaliluvuille z on voimassa: = 0 tai zy = z".
Lause on tosi. Valitaan y = 1. Jos reaaliluku  # 0, niin z - 1 = «, eli lause on tosi. Jos luku = = 0,
niin lause on myo6s tosi.

d) "Ei ole totta ettd on olemassa sellainen kokonaisluku z ettd 5z ei ole luonnollinen luku". Muo-
kataan vahén lausetta:

(Fz[(x €Z) = bz ¢ N)]) = Ve[(ze€eZ)— bz ¢N)] = Va[(zxeZ)V(bz ¢ N)]
= Ve[z€eZ)ANGBx ¢ N)] = Vz[(x €Z)A (5x € N)]
Jos valitaan © = —1, niin —1 € Z, mutta 5- (—1) = —5 ¢ N. Siis viimeinen lause ja siten myos

alkuperéinen lause on epétosi.

Olkoot P(z,y) kaksipaikkainen predikaatti. Onko (VaP(z,z)) — (VaVyP(x,y)) validi lause? Perus-
tele vastauksesi.

Ratk. Valitaan perusjoukko U = R ja predikaatti P(z,y) : "o = y”. Nyt x=x jokaisella reaaliluvulla
x, joten Vo P(x,x) on tosi. 1 # 2, joten P(1,2) on epétosi, joten YaVyP(z,y) on epitosi.

Siis talld tulkinnalla lause (VaP(z,x)) — (VaVyP(z,y)) on epétosi, joten se ei ole validi lause.

Kirjoita seuraava predikaattilogiikan lause disjunktiiviseen ja konjunktiiviseen Prenex normaalimuo-
toon.

{Ya[P(2) V Q@)]} — {VaP ()] V YaQ(x)}.
Ratk.DPNF-muoto:

{val[P(z) vV Q(@)]} = {[VzP(z)] V [V2Q(x)]}
= {Vz[P(z) v Q(x)]} = {[VyP(y)] v [V2Q(2)]}
= {vz[P(z) v Q(x)]} V{[VyP(y)] v [VzQ(2)]}
= {3z[P'(2) A Q" ()]} V{[VyP(y)] v [V2Q(2)]}
= Ja{[P'(z) A Q"(2)] V {Vy[Vz(P(y) vV Q(2))]}}



= JaVy{[P'(z) A Q' ()] V {[Vz(P(y
= JaVyVz{[P'(z) A Q'(z)] V [P(y)]
CPNF-muoto:

{va[P(z) v Q(2)]} — {[VaP(z)] v VzQ(z)}

kuten edelld

= JavyV{[P'(2) AQ'(2)] V [P(y) v Q(2)]}
= JaVyvVz{[P'(z) vV P(y) vV Q(2)| A Q' (z) V P(y) V Q(2)]}.



