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Laskuharjoitustehtavat 7 syksy 2024
1. (e) Esitehtava: Vastaukset Moodlessa

2. (e) Esitehtévi: Vastaukset Moodlessa

3. (p) Tarkastellaan LTI-systeemié, joka on mééritelty integraaliyhtalolla
t
Y(t) = e_t/ e" X (1)dr.

Olkoon heréte X (t) stationaarista valkoista kohinaa, jonka tehotiheys on Sx(f) = 2. Madraa

a) herdtteen ja vasteen ristitehotiheysspektri Sxy (f)
b)
)
)

c
d) vasteen autokorrelaatiofunktio Ry (7).

herdtteen ja vasteen ristikorrelaatiofunktio Rxy (7)

vasteen tehotiheysspektri Sy (f)

Opastus: kirjoita integraali konvoluutiona selvittddksesi impulssivasteen ja siirtofunktion.

Ratkaisu Huomataan, etté

Y(t) = et /_t CEX()dr = [ el = )X () dr = e ult) X (1),

1
. . . ot . . . :
joten impulssivaste on h(t) = e *u(t). Silloin kaavalla B3 saadaan H(f) = T onf ja
) Sxv(F) = HUSx() = g 5 (kaava J30)
Yoo = gy o e

b) Rxy(T) = %e*u(ﬂ (kaava B3)

1 N
c) Sy(f) =[H(f)|*Sx(f) = mf (kaava J28)
d) Ry(r) = %e‘h (kaavalla B4).



4.(p) Linear Predictive Coding (LPC) on puheenkoodauksessa kiytettavd menetelmé, missé puhesig-
naalin X (¢) niytettd X[n] = X(¢,) ennustetaan aiempien néytteiden lineaarikombinaationa

X[n] =a[l]X[n—1]+a[2]X[n — 2] + ...+ a[p]X[n — p| + E[n],

missé E[n] on mallin virhe. Téatd voidaan toisaalta pitdd rekursiivisena suodattimena, missé
E[n] on heréte ja X[n] vaste. Kertoimet a[n| valitaan siten, ettéd siirtofunktion napoja vastaa-
vat kulmataajuudet kuvaavat mahdollisimman hyvin koodattavan puhesignaalin resonanssitaa-
juuksia (ns. formantteja). Voidaan osoittaa, ettd optimaalisen suodattimen kertoimet saadaan
ratkaistua yhtaloryhmasta

P
Rx[m]=> alk]Rx[m —k], kunm=1,2,...,p.
k=1

Olkoon téssd p = 2. Maaraa optimaalisen suodattimen kertoimet, kun signaalin X [n]| autokor-
relaatiofunktio on Rx[m] = cos(§m). (Ohje: sijoita annettuun kaavaan m = 1 ja m = 2 ja rat-
kaise yhtalopari.) Maaraa saadun suodattimen siirtofunktio ja navat. Mita resonanssitaajuuksia

navat vastaavat?

Ratkaisu Sijoitetaan m = 1, 2

Rx[1] = a[1]Rx[0] + a[2]Rx[—1]
Rx[2] = a[1]Rx[1] + a[2] Rx[0]
Kun Rx[m] = cos(§m), saadaan
{cos(%) = a[1] cos(0) + a[2] cos(—7)
cos(3) = a[l]cos(§) + a[2] cos(0)

eli

Siirtofunktio: nyt siis systeemin médrittelee differenssiyhtilé z[n] = v/2x[n—1]+x[n—2] +e[n].
Z-muuntamalla saadaan

X(2) =V2X(2)27t — X(2)272 4+ E(2)
s (1-vV2: '+ 27X (2) = E(2)

1
& X(z) = E(z).
Siirtofunktio on H(z) = 1_\/§Z£1+271 = 22_\2/;“. Navat:

V2241 1

— ti1—.

2 V2T V2

arg zio = arg(% + z%) = +7, joten navat vastaavat kulmataajuutta w = 7, mikd olikin
alkuperéisen signaalin kulmataajuus autokorrelaatiofunktion perusteella.
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5. (n)

a) Maiaraa sellainen kausaalinen LTI-systeemi, jolla voidaan generoida satunnaissignaali Y (),
jonka tehotiheysspektri on

8
S =———
()= To07 A2 f2
kayttamalla heratteend valkoista kohinaa, jonka tehotiheys on 2. Maardaa systeemin taa-
juusvastefunktio H(f) ja impulssivaste h(t).

b) Maéria sellainen kausaalinen LTI-systeemi, jonka vaste on valkoista kohinaa tehotiheydella
1, kun heratteen X () tehotiheysspektri on
11
25 + 4m2 f2°
Anna systeemin taajuusvastefunktio H(f) ja impulssivaste h(t). Ohje: kirjoita aluksi he-

riatteen tehotiheysspektri muodossa Sx(f) = G(f)G(f), misséd 1/G(f) on kausaalisen sys-
teemin taajuusvastefunktio.

Sx(f) =1+

Ratkaisu

a) Vasteen tehotiheysspektri (kaava J28)

Sy(f) = [H(f)*Sx(f) = H(f)H(f)Sx(f)
sijoitetaan Sy (f) ja Sx(f)

8 —
——— =H(HH(f)-2 |:2
100 + 472 f2 (FH(S)
spektraalifaktoroidaan
_ 2 2
H(HH(f) = . .
& HH) = 10520 10— i2nf
kaus. ei-kaus.

Systeemin taajuusvastefunktio

2

H(f)= 0+ 2nf
Impulssivaste on taajuusvastefunktion Fourier-kdénteismuunnos (kaava B3)
2
10 + 27 f
b) Vasteen tehotiheys on Sy (f) = 1, kun herétteen tehotiheys on
n 11 _ 36+ 42 f2‘

254+ 4n2f2 25 4 4n?f?
Kaavasta J28 saadaan

e T 25 +4n?f?  5+4i2nf 5—i2w

H(NI = H(HH() = S)ii];; T 36+ 4w2§2 T 6+ mﬁ 16— i27r§

kaus. ei kaus.

h(t) = F~( ) = 26710, (4).

SX(f) =1

Siis H(f) = 22l — 1

=Sy = 1— m, joten impulssivaste on h(t) = §(t) — e Stu(t).
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6. (n) Signaalia X[n] sanotaan ARMA (p,q)-signaaliksi (autoregressive moving average), jos se on dif-
ferenssiyhtélolla

X[n]+aXn—-1+...+a,X[n—q]=bWn]+bWn—-1]+...+b,W[n—p|

mééritellyn systeemin vaste valkoiseen kohinaan W [n|, jonka varianssi on o?.

Olkoon X[n] ARMA(1,1)-signaali ja by = 0, by = % ja a; = —%. Maaréda kyseisen systeemin
siirtofunktio H(z) ja taajuusvastefunktio H(w). Maaraa signaalin X[n] tehotiheysspektri ja
autokorrelaatiofunktio. Milla kulmataajuuksilla tehoa on eniten?

Ratkaisu Z-muuntamalla yhtélo

X[n] - %X[n = %W[n ]

saadaan
(1= 229X (2) = 2wz
22 z) = 5 2)z
1,1

ja taajuusvastefunktio
1 _—iw
se
H(w) = -2

1w’
1 5€

Vasteen tehotiheysspektri kaavalla J28

1
_ 3 2€ 2
o _ 1w 1 Gw
1 € 1 €
o? 1
-1 1w 1w 1
41 5€ 5€ + 7
o? 1




josta kaavalla 15

o? 1

— ||
Tehotiheysspektrin maksimi on kulmataajuudella w = 0:

=
51

S(w) =

o? 1 o? 1 o? 1
4 4 4

S 5 )
— cosw Z—I—COSO

ot

joten matalia taajuuksia on eniten.



