Signaalianalyysi 031080A

Laskuharjoitustehtavat 6 syksy 2024

1. (k) Kotitehtéva: vastaukset tulevat Moodleen
2. (k) Kotitehtavi: vastaukset tulevat Moodleen

3. (p) Olkoon Y (t) = (1 + X (t)) cos(2mt + O), missa © ~ U(0,27). X (¢) on O:sta riippumaton sa-
tunnaissignaali, jonka odotusarvofunktio on E[X (¢)] = 0 ja autokorrelaatiofunktio on Rx (1) =
tri(7). Laske Y (¢):n odotusarvofunktio, autokorrelaatiofunktio ja méaéaraéd Y (¢):n keskimaarainen
teho. Onko Y'(t) stationaarinen?

Ratkaisu

Y (t):n odotusarvofunktio

EY ()]

E[(1+ X (t)) cos(2nt 4+ ©)]
(X (t) on O:sta riippumaton)
=(1+ E[X(t )])E[cos(?wt + O)]

2m
=1- / cos(2mt + 9)— db

1
o / sin(27t + 6)
0

1

=5 {sin(27rt +27) — sin(27rt)}
T

= 0.

Y (t):n autokorrelaatiofunktio

Ry (t,t+7)=E[Y(t)Y(t+ 7)]
= E[(1+ X(t)) cos(2nt + ©)(1 + X (t + 7)) cos(2nt + 277 + ©)]

(X (t) on O:sta riippumaton, cosa cos 3 = %(cos(a — B) 4 cos(a+ B)))
_ %E[(l + X))+ X (¢ + 7)) Elcos(2r7) + cos(dnt + 2 + 20)]

2m 1
cos(27T) + / cos(4nt + 27T + 29)2—0[9}
0 T
27

- %(1 - tl"i(T)){COS(Qﬂ'T) + ﬁ 0/ sin(47t + 277 + 29)}

= S+ Bx(7)

(integrointi yli kahden jakson = 0)
1
= 5(1 + tri(7)) cos(27T)



4.b (p)

Keskiméériinen teho Py = E[Y?(t)] = Ry (0) = 1.
Y (t) on stationaarinen, koska E[Y ()] ja Ry (t,t + 7) ovat ajasta t riippumattomia.

Olkoon W (t) Wiener-prosessi luentojen esimerkeissa 5.4 ja 5.7 ja X (t) = W(t) — tW(1), kun
t > 0. Maaraa signaalin X (t) autokorrelaatiofunktio Rx (t1,t9) kun 0 <t; <ty < 1.

Ratkaisu. Luentoesimerkin 5.4 mukaan W (t) noudattaa ehtoja

(i) P(W(0)=0) =1,
(i) W(t) — W (s) ~ N(0,02%(t — s)), s <t,
(iii) Wi(te) — W (ty), Wi(ts) — W(ta),..., W(t,) — W(t,—1) ovat riippumattomia aina kun
T <ty <---<t,.
Luentoesimerkin 5.7 mukaan puy (t) = 0, Ry (t1,t2) = 0? min(ty,t). Nyt
Rx(ty,t2) = E[X(0) X (£2)] = E[(W(t) — W (1)) (W (tz) — W (1))]
= E[W (t))W (t3)] — to E[W (t,)W (1)] — L E[W (t2)W (1)] + tito E]W?(1)]
— Rw(tl, tg) - t2RW(t17 1) - thW(tQ, 1) + tlthw(l, 1)

NEESL G2 0%t — 102ty + tityo?
= 0’2t1(1 — tg).
Aikadiskreetin satunnaissignaalin X[n] odotusarvofunktio on px[n] = p ja autokorrelaatio-

funktio on Rx[n,n + m] = R[m]. Muodostetaan uusi signaali Y[n] = X[n — 1] + ¢, missé ¢ on
vakio.

a) Tutki onko Y [n] stationaarinen laskemalla sen odotusarvofunktio ja autokorrelaatiofunktio
Ry [n,n + m|.

b) Ovatko X|[n] ja Y'[n] yhteisstationaariset?
Ratkaisu

a) Odotusarvofunktio
py[n] = ElYn]| = FEX[n—-1]4+=EX[n—-1]]+c=p+c
Autokorrelaatiofunktio

Ryn,n+m] = EY[n]Y[n+m] = E[(X[n—1]+c)(X[n+m—1] + )]
=E[X[n—1X[n+m—1]] +cE[X[n - 1]+ cE[X[n+m —1]] +

(X[n| on stationaarinen)
= R[m] + 2cp+ ¢

Odotusarvofunktio ja autokorrelaatiofunktio eivét riipu ajasta n, joten signaali on statio-
naarinen.



b) Ristikorrelaatiofunktio
Rxy[n,n+m] = E[X[n|Y[n+m]] = E[X[n](X[n+m — 1]+ ¢)]
= E[X[n]X[n+ m — 1]] + cE[X[n]]
= Rx[m — 1]+ cu
X|[n] ja Y[n] ovat stationaariset eikd ristikorrelaatio Rxy [n,n + m] riipu ajasta n, joten

signaalit ovat yhteisstationaariset.

5. (n) Olkoon A(t) ja B(t) riippumattomia, nollaodotusarvoisia stationaarisia satunnaissignaaleja, joil-
la on sama autokorrelaatiofunktio R4(7) = Rp(7) = e~I7l.

a) Tutki ovatko signaalit X (t) = A(t)sint ja Y (t) = B(t) cost stationaarisia.
b) Laske ristikorrelaatiofunktio Ryy (t,t + 7). Ovatko X (¢) ja Y (t) yhteisstationaariset?
c¢) Tutki onko signaali Z(t) = X (t) + Y (¢) stationaarinen.

Ratkaisu

E[X(t)] = E[A(t)sint] = E[A(t)]sint =0
Rx(t,t+7) = E[X(t)X(t+ 7)] = E[A(t) sintA(t + 7) sin(t + 7)]
[

Esim. Rx(0,7) =0 # Rx(5,%5) = —e™ ", joten X(t) ei ole stationaarinen. Samalla tavalla
EY(#)] =0
Ry (t,t+7) = e Il cost cos(t + 7)

Esim. Ry (0,7) = —e™™ # Ry (%,%) =0, joten Y (t) ei ole stationaarinen.

b) Koska A(t) ja B(t) ovat riippumattomat ja nollaodotusarvoiset,
Rxy(t,t+7)=FE[X@®)Y(t+7)] = E[A(t)sintB(t + 7) cos(t + 7)]
= E[A(t)]E[B(t)]sintcos(t + 1) = 0.

Nyt Rxy(t,t+ 7) ei riipu t:sta, mutta koska X (¢) ja Y (¢) eivit ole stationaariset, ne eivét
ole myoskaan yhteisstationaariset.

o) Z(t) = X () + Y (1)
E[Z(1)) = BIX(t) + Y(t)] = E[X(1)] + E[Y (1)) = 0

Ry(t,t+7)=E[Z{)Zt+71)=FE[(Xt)+Y)(Xt+7)+Y(t+71))]
=FEXOXt+1)+XOY(t+7)+Xt+7)Y(R)+ Y)Y (t+ 1)
=Rx(t,t+7)+ Rxy(t,t+7)+ Ryx(t,t+7) +Ry(t,t+7)

v, =0, kuten Rxy (t,t+7)
=Rx(t,t+7)+ Ry(t,t + 1)

= e Mlsintsin(t +7) + el cos t cos(t + 7)

D7 _
2 eIl cos T

E[Z(t)] =0ja Rz(t,t +7) = Rz(7) eivat riipu ajasta t, joten Z(t) on stationaarinen.
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6. (n) Tarkastellaan stationaarisen aikadiskreetin satunnaissignaalin X [n] aikakeskiarvoa

1 n

“u
Olkoon X|n| jono riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo on p = 0 ja va-
rianssi 2. Méardad satunnaissignaalin Y'[n] odotusarvo- ja autokorrelaatiofunktio seké varianssi
D*(Y[n)).

Ratkaisu. Odotusarvofunktio

iy l S X[k ]zliE[Xn

n= n.,3

Autokorrelaatiofunktio kun ny, ny > 1:

Ry, na] = [ S XK 1%)(]

n = N2 5
ny n2
- LSy EBlX
192 p=11=1
_Jo?, kun 1=k
~ 1 0, muulloin

_ LS otmin(m,ng)

nine 4 n172

Varianssi

0.2

DX(Y[n]) = Ryln,n] = 1y = —



