
Signaalianalyysi 031080A

Laskuharjoitustehtävät 6 syksy 2024

1. (k) Kotitehtävä: vastaukset tulevat Moodleen

2. (k) Kotitehtävä: vastaukset tulevat Moodleen

3. (p) Olkoon Y (t) = (1 + X(t)) cos(2πt + Θ), missä Θ ∼ U(0, 2π). X(t) on Θ:sta riippumaton sa-
tunnaissignaali, jonka odotusarvofunktio on E[X(t)] = 0 ja autokorrelaatiofunktio on RX(τ) =
tri(τ). Laske Y (t):n odotusarvofunktio, autokorrelaatiofunktio ja määrää Y (t):n keskimääräinen
teho. Onko Y (t) stationaarinen?

Ratkaisu

Y (t):n odotusarvofunktio

E[Y (t)] = E[(1 + X(t)) cos(2πt + Θ)]

(X(t) on Θ:sta riippumaton)

= (1 + E[X(t)])E[cos(2πt + Θ)]

= 1 ·

∫ 2π

0
cos(2πt + θ)

1

2π
dθ

=
1

2π

2π/

0

sin(2πt + θ)

=
1

2π

[

sin(2πt + 2π) − sin(2πt)
]

= 0.

Y (t):n autokorrelaatiofunktio

RY (t, t + τ) = E[Y (t)Y (t + τ)]

= E[(1 + X(t)) cos(2πt + Θ)(1 + X(t + τ)) cos(2πt + 2πτ + Θ)]

(X(t) on Θ:sta riippumaton, cos α cos β =
1

2
(cos(α − β) + cos(α + β)))

=
1

2
E[(1 + X(t))(1 + X(t + τ))]E[cos(2πτ) + cos(4πt + 2πτ + 2Θ)]

=
1

2
(1 + RX(τ))

[

cos(2πτ) +
∫ 2π

0
cos(4πt + 2πτ + 2θ)

1

2π
dθ

]

=
1

2
(1 + tri(τ))

[

cos(2πτ) +
1

4π

2π/

0

sin(4πt + 2πτ + 2θ)
]

(integrointi yli kahden jakson = 0)

=
1

2
(1 + tri(τ)) cos(2πτ)
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Keskimääräinen teho PY = E[Y 2(t)] = RY (0) = 1.

Y (t) on stationaarinen, koska E[Y (t)] ja RY (t, t + τ) ovat ajasta t riippumattomia.

4.a (p) Olkoon W (t) Wiener-prosessi luentojen esimerkeissä 5.4 ja 5.7 ja X(t) = W (t) − tW (1), kun
t ≥ 0. Määrää signaalin X(t) autokorrelaatiofunktio RX(t1, t2) kun 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1.

Ratkaisu. Luentoesimerkin 5.4 mukaan W (t) noudattaa ehtoja

(i) P (W (0) = 0) = 1,

(ii) W (t) − W (s) ∼ N(0, σ2(t − s)), s ≤ t,

(iii) W (t2) − W (t1), W (t3) − W (t2), . . . , W (tn) − W (tn−1) ovat riippumattomia aina kun
t1 < t2 < · · · < tn.

Luentoesimerkin 5.7 mukaan µW (t) = 0, RW (t1, t2) = σ2 min(t1, t2). Nyt

RX(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)] = E[(W (t1) − t1W (1))(W (t2) − t2W (1))]

= E[W (t1)W (t2)] − t2E[W (t1)W (1)] − t1E[W (t2)W (1)] + t1t2E[W 2(1)]

= RW (t1, t2) − t2RW (t1, 1) − t1RW (t2, 1) + t1t2RW (1, 1)
t1≤t2≤1

= σ2t1 − t2σ2t1 − t1σ
2t2 + t1t2σ2

= σ2t1(1 − t2).

4.b (p) Aikadiskreetin satunnaissignaalin X[n] odotusarvofunktio on µX [n] = µ ja autokorrelaatio-
funktio on RX [n, n + m] = R[m]. Muodostetaan uusi signaali Y [n] = X[n − 1] + c, missä c on
vakio.

a) Tutki onko Y [n] stationaarinen laskemalla sen odotusarvofunktio ja autokorrelaatiofunktio
RY [n, n + m].

b) Ovatko X[n] ja Y [n] yhteisstationaariset?

Ratkaisu

a) Odotusarvofunktio

µY [n] = E[Y [n]] = E[X[n − 1] + c] = E[X[n − 1]] + c = µ + c

Autokorrelaatiofunktio

RY [n, n + m] = E[Y [n]Y [n + m]] = E[(X[n − 1] + c)(X[n + m − 1] + c)]

= E[X[n − 1]X[n + m − 1]] + cE[X[n − 1]] + cE[X[n + m − 1]] + c2

(X[n] on stationaarinen)

= R[m] + 2cµ + c2

Odotusarvofunktio ja autokorrelaatiofunktio eivät riipu ajasta n, joten signaali on statio-
naarinen.
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b) Ristikorrelaatiofunktio

RXY [n, n + m] = E[X[n]Y [n + m]] = E[X[n](X[n + m − 1] + c)]

= E[X[n]X[n + m − 1]] + cE[X[n]]

= RX [m − 1] + cµ

X[n] ja Y [n] ovat stationaariset eikä ristikorrelaatio RXY [n, n + m] riipu ajasta n, joten
signaalit ovat yhteisstationaariset.

5. (n) Olkoon A(t) ja B(t) riippumattomia, nollaodotusarvoisia stationaarisia satunnaissignaaleja, joil-
la on sama autokorrelaatiofunktio RA(τ) = RB(τ) = e−|τ |.

a) Tutki ovatko signaalit X(t) = A(t) sin t ja Y (t) = B(t) cos t stationaarisia.

b) Laske ristikorrelaatiofunktio RXY (t, t + τ). Ovatko X(t) ja Y (t) yhteisstationaariset?

c) Tutki onko signaali Z(t) = X(t) + Y (t) stationaarinen.

Ratkaisu

a)

E[X(t)] = E[A(t) sin t] = E[A(t)] sin t = 0

RX(t, t + τ) = E[X(t)X(t + τ)] = E[A(t) sin tA(t + τ) sin(t + τ)]

= E[A(t)A(t + τ)] sin t sin(t + τ) = e−|τ | sin t sin(t + τ)

Esim. RX(0, π) = 0 6= RX(π
2
, 3π

2
) = −e−π, joten X(t) ei ole stationaarinen. Samalla tavalla

E[Y (t)] = 0

RY (t, t + τ) = e−|τ | cos t cos(t + τ)

Esim. RY (0, π) = −e−π 6= RY (π
2
, 3π

2
) = 0, joten Y (t) ei ole stationaarinen.

b) Koska A(t) ja B(t) ovat riippumattomat ja nollaodotusarvoiset,

RXY (t, t + τ) = E[X(t)Y (t + τ)] = E[A(t) sin tB(t + τ) cos(t + τ)]

= E[A(t)]E[B(t)] sin t cos(t + τ) = 0.

Nyt RXY (t, t + τ) ei riipu t:stä, mutta koska X(t) ja Y (t) eivät ole stationaariset, ne eivät
ole myöskään yhteisstationaariset.

c) Z(t) = X(t) + Y (t)

E[Z(t)] = E[X(t) + Y (t)] = E[X(t)] + E[Y (t)] = 0

RZ(t, t + τ) = E[Z(t)Z(t + τ)] = E[(X(t) + Y (t))(X(t + τ) + Y (t + τ))]

= E[X(t)X(t + τ) + X(t)Y (t + τ) + X(t + τ)Y (t) + Y (t)Y (t + τ)]

= RX(t, t + τ) + RXY (t, t + τ)
︸ ︷︷ ︸

b)
=0

+ RY X(t, t + τ)
︸ ︷︷ ︸

=0, kuten RXY (t,t+τ)

+RY (t, t + τ)

= RX(t, t + τ) + RY (t, t + τ)

= e−|τ | sin t sin(t + τ) + e−|τ | cos t cos(t + τ)
D7
= e−|τ | cos τ

E[Z(t)] = 0 ja RZ(t, t + τ) = RZ(τ) eivät riipu ajasta t, joten Z(t) on stationaarinen.
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6. (n) Tarkastellaan stationaarisen aikadiskreetin satunnaissignaalin X[n] aikakeskiarvoa

Y [n] =
1

n

n∑

k=1

X[k].

Olkoon X[n] jono riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo on µ = 0 ja va-
rianssi σ2. Määrää satunnaissignaalin Y [n] odotusarvo- ja autokorrelaatiofunktio sekä varianssi
D2(Y [n]).

Ratkaisu. Odotusarvofunktio

µY [n] = E

[

1

n

n∑

k=1

X[k]

]

=
1

n

n∑

n=1

E[X[n]] = 0.

Autokorrelaatiofunktio kun n1, n2 ≥ 1:

RY [n1, n2] = E

[

1

n1

n1∑

k=1

X[k] ·
1

n2

n2∑

l=1

X[l]

]

=
1

n1n2

n1∑

k=1

n2∑

l=1

E[X[k]X[l]]
︸ ︷︷ ︸

=

{
σ2, kun l=k

0, muulloin

=
1

n1n2

min(n1,n2)
∑

k=1

σ2 =
σ2 min(n1, n2)

n1n2

Varianssi

D2(Y [n]) = RY [n, n] − µ2
Y =

σ2

n
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