Signaalianalyysi 031080A

Laskuharjoitustehtavat 7 syksy 2023

1. (e) Esitehtava: Vastaukset Moodlessa

2. (e) Esitehtévi: Vastaukset Moodlessa
3. (p) Olkoon X (t) nollaodotusarvoinen stationaarinen signaali, jonka autokorrelaatiofunktio on Rx (1) =
e~3I7l. Signaali X (t) on heritteens LTI-systeemissd, jolloin vasteen autokorrelaatiofunktio on

Ry (1) = 3e7 1.

a) Maaraa systeemin amplitudivaste.

b) Oletetaan, etté systeemi ja sen kddnteissysteemi (jonka taajuusvastefunktio on 1/H(f))
ovat kausaalisia. Madraa systeemille jokin mahdollinen impulssivaste. Onko ratkaisusi yk-
sikdsitteinen?

Ratkaisu

a) Fourier-muuntamalla

Sx(f) = g S = T
Kaavasta

Sy (f) = [H(F)I*Sx(f)
saadaan

Sy(f) 9 + 42 f?
|H(f)] = Sx(f) "\ 1 e

b) Kaavalla a® 4+ b* = (a + ib)(a — ib)

P = BT = gt

Valitsemalla
34+ 22nf 2
H = - = 1 R
(F) 1+2nf +1+i27rf

systeemi ja sen kaanteissysteemi ovat kausaalisia. Nimittain impulssivaste

h(t) = 6(t) +2e "u(t) =0, kun t <0

ja samalla tavalla kaddnteissysteemin impulssivaste

{1+227rf 2
3+ 2nf 3+i2nf

Tamé ns. minimivaiheinen LTI-systeemi on (vakiolla —1 kertomista vaille) yksikésitteinen.

}=FH1- }=6(t) — 2 u(t) =0, kun t < 0.
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Perustelu (ei tarvitse osata):

10

20

30

Kausaalisen systeemin impulssivaste voidaan kirjoittaa
h(t) = g(t) + sgn(t)g (1),

missé g(t) = 3(h(t) + h(—t)) on parillinen. Silloin taajuusvastefunktiolle on voimassa
H(f) = G(f) —iH{G()},

(
missd G(f) on reaalinen funktio ja H{G(f)} sen Hilbert-muunnos. (Vrt. esiverhokayra
x+1i2(t) + X(f) +sgn(f)X(f) ja kaava A3.) Systeemi on siis kausaalinen, jos

Im H(f) = —H{Re H(f)}.

H(f)= % on minimivaiheinen, silla
34i2nf 2 Ar f

Tri2nf  1xamee Tranpe
ja

1+i2rf 6, 4]
- @ - I 1
3+ 2nf O+ 4n2f2 | 1+ Ar2f?

ovat kausaalisia Hilbert-muunnosten

H(1) =0
2a B 4dr f 4dr f B 2a

H(a2 + 47T2f2) a2 4 4n2f2’ H(a2 + 47r2f2) a? +4r2f?
nojalla.
Olkoon taajuusvastefunktio

3+i2nf 2 At f )
H(f) = ——Le&%) =(1 4+ ———— 0 ————sinf
D= Tianpe =T gm0+ g sin )

dm 2
+1 (—ﬁngz cosO(f)+ (1+ m) sin@(f)) :
Nyt Im H(f) = —H{Re H(f)} vain jos siné(f) = 0 ja cos0(f) = 1. Silloin

[ 3+ai2nf
H(f)_:l:1+i27rf

h(t) = +(5(t) + 2 u(t))

Vastaavasti sin §(f) = 0, cos 0(f) = £1, kun tarkastellaan kidanteissysteemin taajuus-
vastefunktiota

1442 -
14 er_lg(f)'

1/H(f)—m



4.(p) Signaalia X [n| sanotaan ARMA (p,q)-signaaliksi (autoregressive moving average), jos se on dif-
ferenssiyhtélolla

X[n]+aXn—1+...+a,X[n—q]=bWn]+bWn—-1]+...+b,W[n—p|

mééritellyn systeemin vaste valkoiseen kohinaan W [n|, jonka varianssi on o?.

Olkoon X[n] ARMA(1,1)-signaali ja by = 0, by = % ja a; = —%. Maaréda kyseisen systeemin
siirtofunktio H(z) ja taajuusvastefunktio H(w). Maaraa signaalin X[n] tehotiheysspektri ja
autokorrelaatiofunktio. Milla kulmataajuuksilla tehoa on eniten?

Ratkaisu Z-muuntamalla yhtélo

X[n] - %X[n = %W[n ]

saadaan
(1= 229X (2) = 2wz
22 z) = 5 2)z
1,1

ja taajuusvastefunktio
1 _—iw
se
H(w) = -2

1w’
1 5€

Vasteen tehotiheysspektri kaavalla J28

1
_ 3 2€ 2
o _ 1w 1 Gw
1 € 1 €
o? 1
-1 1w 1w 1
41 5€ 5€ + 7
o? 1




josta kaavalla 15

0?1
Rx[k] = —(3)*.
xH=2(3)
Tehotiheysspektrin maksimi on kulmataajuudella w = 0:
o? 1 o? 1 o 1
S = — < — = -
() 42 —cosw ™ 42-1 4 24cos0

joten matalia taajuuksia on eniten.

5. (n) a) Maaraé sellainen kausaalinen LTI-systeemi, jolla voidaan generoida satunnaissignaali Y (t),
jonka tehotiheysspektri on

8
U= 1507 A2 f2

kayttamalla heratteend valkoista kohinaa, jonka tehotiheys on 2. Maardaa systeemin taa-
juusvastefunktio H(f) ja impulssivaste h(t).

b) Maéria sellainen kausaalinen LTI-systeemi, jonka vaste on valkoista kohinaa tehotiheydella
1, kun heratteen X () tehotiheysspektri on

11

SxU) =1+ e

Anna systeemin taajuusvastefunktio H(f) ja impulssivaste h(t). Ohje: kirjoita aluksi he-

ratteen tehotiheysspektri muodossa Sx(f) = G(f)G(f), missa 1/G(f) on kausaalisen sys-
teemin taajuusvastefunktio.

Ratkaisu

a) Vasteen tehotiheysspektri (kaava J28)

Sy(f) = [H(f)*Sx(f) = H(/)H(f)Sx(f)
sijoitetaan Sy (f) ja Sx(f)

8 —
——— =H(/)H(f)-2 |:2
100 + 472 f2 (£ H(S)
spektraalifaktoroidaan
_ 2 2
H(f)H(f) = . .
& HDH) = 1557 0= 2n7
kaus. ei-kaus.

Systeemin taajuusvastefunktio

2
H(f) = ———.
(f) 10 +i2m f
Impulssivaste on taajuusvastefunktion Fourier-kddnteismuunnos (kaava B3)
2
h(t) = FH——r—) = 2 %u(t).
) =7 (10+i27rf) e ult)

4



b) Vasteen tehotiheys on Sy (f) = 1, kun herétteen tehotiheys on
11 36 + 42 f2

S A T BrArf
Kaavasta J28 saadaan

T 2 £2 o _or
|H(f)|2:H(f)H(f):SY(f)—25+4 f? 54142 f.5 o f

Sx(f) =1

Sx(f)  3644n2f2  64+i2nf 6 —i27f

kaus. ei kaus.

Siis H(f) = gig:; =1- m, joten impulssivaste on h(t) = §(t) — e %u(t).

6. (n) Olkoon harjoituksen 4 tehtivin 4 LTI-systeemissi M = 2, a = 1. Olkoon edelleen heritteeni

3 3
diskreettid valkoista kohinaa, joka noudattaa normaalijakaumaa N(0, 0%). Maéria vasteen teho-

tiheysspektri ja autokorrelaatiofunktio. Maarda myos herdatteen ja vasteen ristitehotiheysspektri
ja ristikorrelaatiofunktio.

Ratkaisu Kyseisessa tehtavisséd systeemin siirtofunktioksi saatiin

Y(2)

H(z) = X(z) 1 —géz—l'

Taajuusvastefunktio: sijoitetaan z = e

Heréte X [n] on diskreettid valkoista kohinaa, joka noudattaa normaalijakaumaa N(0, o2), joten
sen autokorrelaatiofunktio on

ja tehotiheysspektri (kaava 16)
Sx(w) = F[Rx[m]] = 0*, Vw.

Vasteen tehotiheysspektri

Sy(w) = [H(w)[*Sx(w) = H(w)H(w)Sx(w)
2 2
_ 3 . 3 2
Cl—deiw 11— e 7
4
_ 9 2
2 — 2 cos(w) 7



Vasteen autokorrelaatiofunktio:

josta kaavalla I5 ja 16

1

By [K 23

)Flg2,
Herétteen ja vasteen ristitehotiheys (kaava J24)

Sxy(w) = H(f)Sx(w)

Heratteen ja vasteen ristikorrelaatiofunktio: kaavalla 14

2.1

_ 2 22 2
33

Ry ] Fulklo? = {5,535+ }o™
0



