Signaalianalyysi 031080A

Laskuharjoitustehtavat 6 syksy 2023

1. (k) Kotitehtéva: vastaukset tulevat Moodleen
2. (k) Kotitehtavi: vastaukset tulevat Moodleen

3. (p) Olkoon signaali X (t) bindéristd kohinaa (ks. luennot), jonka mahdolliset arvot ovat 1 ja —1.
Signaalin odotusarvofunktio on px(t) = 0 ja autokorrelaatiofunktion on Rx(7) = tri(7). Mika
ovat seuraavien signaalien odotusarvo- ja autokorrelaatiofunktiot?

a) A(t) =2X(t)

b) B(t) =2+ X(t)

c) C(t) = X2(t)

d) D(t) = X(t)+ X(t—2)
Ratkaisu

a) pa(t) = ERX(1)] = 2E[X ()] =2-0=0

Ru(t,t+7) = E[A(t)A(t + 7)) = E[2X(t) - 2X(t + 7)]
=4F[X(t)X(t+ 7)] = 4Rx(1) = 4 tri(7).

b) up(t) = E[2+ X ()] =2+ B[X(#)] =2+ 0=2

[
Rp(t,t+7) = E[AOA(t+ 1) =E[(2+ X(t)(2+ X(t+7))]
=44 2E[X(t)]+2E[X(t+7)] + E[X(t) X (t + 7)]
=4+ Rx(7) =4 + tri(7).

c) Nyt C(t) = X%(t) = 1 kaikilla ¢, joten uc(t) = E[X?(t)] = E[1] = 1.
Re(t,t+7) = E[Ct)C(t+7)] = E[X*t)X*(t+ 1) = E[1-1] = 1.
d) up(t)=E[X{t)+ Xt —-2)]=EX®)]+EX(t—-2)]=0+0=0

Rp (tt+7) EDt)D(t+7)]=E[(X#)+X{t—-2)(X{t+71)+X({t+T—2))]
[X(t)X(t+7)]+ [(X()X(t+71—-2)]

EX(t=2)X(t +7)| + E[X(t = 2)X(t +7 - 2)]
—Rx(T)+Rx( —2)+ Rx(7+2)+ Rx(7)

= 2tri(7) + tri(T — 2) + tri(7 + 2).



4. (p) Olkoon Y (t) = X(t) cos(2mt+©), missd © ~ U(0, 27). X (t) on O:sta riippumaton satunnaissig-
naali, jonka odotusarvofunktio on E[X(t)] = 1 ja autokorrelaatiofunktio on Rx(7) =14 71"l
Laske Y'(¢):n odotusarvofunktio, autokorrelaatiofunktio ja maaraa Y (¢):n keskimaéardinen teho.
Onko Y () stationaarinen?

Ratkaisu

Y (t):n odotusarvofunktio

E[Y(t)] = E[X(t) cos(2nt + ©O)]

(X(t) on O:sta riippumaton)
= E[X (t)]E[cos(2mt + ©)]

2 1
=1- /0 cos(2mt + 9)% e

2m
1
=5 / sin(27t + 6)
0

1
=5 {sin(27rt +27) — sin(27rt)}
= 0.
Y (t):n autokorrelaatiofunktio
Ry(t,t+71)=EY )Y (t+ 7)]
= E[X(t) cos(2nt + ©) X (t + 7) cos(2nt + 277 + O)]

(X (t) on O:sta riippumaton, cosa cos 3 = %(cos(a — B) 4 cos(a+ B)))
= %E[X(t)X(t + 7)| Elcos(2nT) + cos(4nt + 27T 4 20)]

2
= le(T) [cos(27r7) —|—/ cos(4mt + 27T + Qg)idg]
2 0 27
2

1 1 .
= §RX(7') {COS(Q?TT) + o 0/ sin(4nt + 277 + 29)}

(integrointi yli kahden jakson = 0)

- %RX(T) cos(277)

1
= 5(1 + eI cos(277).

Keskiméériinen teho Py = E[Y?(t)] = Ry (0) = 1.
Y (t) on stationaarinen, koska E[Y ()] ja Ry (t,t + 7) ovat ajasta t riippumattomia.

5. (n) Olkoon A(t) ja B(t) riippumattomia, nollaodotusarvoisia stationaarisia satunnaissignaaleja, joil-
la on sama autokorrelaatiofunktio R4(7) = Rp(7) = e~I7l.

a) Tutki ovatko signaalit X (¢) = A(t)sint ja Y (t) = B(t) cost stationaarisia.
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b) Laske ristikorrelaatiofunktio Ryy (t,t + 7). Ovatko X (¢) ja Y (t) yhteisstationaariset?
c¢) Tutki onko signaali Z(t) = X (¢) + Y (¢) stationaarinen.

Ratkaisu
a)
E[X(t)] = E[A(t)sint] = E[A(t)]sint =0
Rx(t,t+7) = E[X(t)X(t+ 1) = E[A(t) sintA(t + 7) sin(t + 7)]
— E[A(t)A(t 4 7)]sintsin(t + 7) = e~ lsint sin(t + 7)
Esim. Rx(0,m) = —e™™ # Rx(%,%) = 0, joten X (t) ei ole stationaarinen. Samalla tavalla

E[Y(t)]=0
Ry(t,t+71) = eIl costcos(t + T)

Esim. Ry (0,7) =0 # Ry(3,3%) = —e™™, joten Y (t) ei ole stationaarinen.

b) Koska A(t) ja B(t) ovat riippumattomat ja nollaodotusarvoiset,

Rxy(t,t+7)=FE[X@#)Y(t+ 1) = E[A(t)sintB(t + 7) cos(t + 7)]
= E[A(t)]E[B(t)]sintcos(t + 1) = 0.

Nyt Rxy (t,t+ 7) ei riipu t:sté, mutta koska X (t) ja Y(¢) eivét ole stationaariset, ne eivét
ole myoskaan yhteisstationaariset.

c) Z(t)=X()+Y(t)

EZ(t)] = EX(t) +Y ()] = E[X@)] + E[Y(1)] = 0

Ry(t,t+7)=E[Z{)Zt+ 1) =FE[(Xt)+Y)(Xt+7)+Y(t+1))]
=FEXOXt+1)+XOY(t+7)+Xt+1)Y(R)+ Y)Y (t+ 1)
= Rx(t,t+7)+ Rxy(t,t +7)+ Ryx(t,t+7) +Ry(t,t+7)

b)O =0, kuten Rxy (t,t+7)

=Rx(t,t+7)+ Ry(t,t+ 1)
= e Mlsintsin(t +7) + eIl cos t cos(t + 7)

D7
= e "cosT
E[Z(t)] = 0ja Rz(t,t +7) = Rz(7) eivat riipu ajasta t, joten Z(t) on stationaarinen.

6. (n) Tarkastellaan stationaarisen aikadiskreetin satunnaissignaalin X [n] aikakeskiarvoa

1
Y —
N7 9N
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a) Olkoon X|[n] jono riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo on g = 0 ja
varianssi o2, Osoita ettd talloin aikakeskiarvo Yy on odotusarvon u harhaton ja tarken-
tuva estimaattori, s.o.

E[YN] = p, Jim E[(Yy — p)*] =0.

b) Milla ehdolla aikakeskiarvo on stationaarisen satunnaissignaalin X [n| harhaton ja tarken-
tuva estimaattori yleisesti?

Ratkaisu

E[YN]:E{2N1+1 )3 X[n]} = 2N1+1 > B{X[nl} =0,

n=—N

1 al 1 al
=k { (2]\7 +1 n;NX[”]) (QN +1 k:Z_:NX[k]) }

1 N N

- GvTTE X X BXmIXH ]

n=—N k=—N
Jo? k=n
1o, k#n

L onine- 2
~ 2N + 1) 7 ToONT1

Bl(Yy — )] = B3] = B { (2N1+ > Xw) }

— 0, N — 0.

b) Aikakeskiarvo on odotusarvon harhaton estimaattori aina kun X[n| on stationaarinen:

E[YN]:E{leﬂnz X[”]}:zj\flJrlnZ E{X[n]}:2N1+1nZ e

=—N =—N =—N

Tarkentuvuus: tarkastellaan aluksi signaalin X[n] = X[n] — p aikakeskiarvoa Yy. Kuten
(a)-kohdassa

BV = e L, X, FX[SH)

=—Nk=—N
Ry [k—n]

Merkitdan m = k — n. Geometrisella tarkastelulla
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missd C'x[m] on signaalin X[n] autokovarianssifunktio E[(X[n] — pu)(X[n +m] — u)] =
Rx|[m] — p?. Aikakeskiarvo Yy on odotusarvon p tarkentuva estimaattori, jos
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