Signaalianalyysi 031080A
2. vilikoe 18.12.2023

1. (a) Satunnaismuuttujan A jakauman (piste)todennikoisyysfunktio on annettu ohei-
sessa taulukossa.

ag | 1 2 4 8
P(A=a;) 025 025 025 0.25

Laske A:n odotusarvo E(A) ja varianssi D?(A) = Var(A).

(b) Satunnaismuuttuja © noudattaa tasajakaumaa U(0, 27). Laske odotusarvot E(cos(©))
ja E(cos(t+0)), t € R.

Ratkaisu

(a)
E(A)=0.25-1+4025-240.25-4+0.25-8 = 3.75
E(A%) =025-1+0.25-2% +0.25-4* 4+ 0.25 - 8% = 21.25
D?*(A) = 21.25 — 3.75* = 7.1875

E(cos(0) = /0 ' cos(@)% do = % / sin(f) = %(sin(%r) —sin(0)) =0
E(cos(t+©) = /0 ' cos(t + 9)% df = % / sin(t 4 0) = %(sin(t + 27) —sin(t)) = 0,

koska sint on 27-jaksollinen, sin(t + 27) = sin(¢).

2. Satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot ovat pux = 1 ja puy = 2 seké kovarianssimat-

riisi
9 2
c=(30):

(a) Anna muuttujien X ja Y varianssit sekd korrelaatiokerroin. (2 p)

(b) Matriisin C' ominaisvektorit ovat s <§> jat < 5

), missd s # 0, t # 0. Maaraa sel-

laisen lineaarisen muunnoksen (g) =A (X) matriisi A, jolla uudet muuttujat

Y

U ja V ovat korreloimattomat. Anna muuttujien U ja V' odotusarvot ja kovarians-
simatriisi.

(4 p)

Ratkaisu



(a) D2(X) = 97 DQ(Y) = 6. p()(7 Y) _ Cov(X\Y) _ 3.?/6 _ @

OX0Yy

(b) Valitaan matriisin A riveiksi yksikkdominaisvektorit
1 2 1
1= (40s)
Uusien muuttujien odotusarvo
(50) -5 (5 ) G) - (3
E(V) VE\—1 2/ \2 %
Uusien muuttujien kovarianssimatriisi
c _ACAT_L2192L2—1_100
@) = s\t 2)\26) s\ 2) Lo 5/

3. Olkoon stationaarisen satunnaissignaalin X (¢) odotusarvo nolla ja autokorrelaatiofunk-
tio Rx (1) = tri(7).

ot

(a) Méaaraa signaalin Y (t) = 1 + X (¢) autokorrelaatiofunktio. (2 p)

(b) Maaraa signaalin Z(t) = Y (t) cos(t+©) autokorrelaatiofunktio, kun © ~ U(0, 27)
on riippumaton signaalista Y ().

(3p)
(c) Mika on signaalin Z(t) keskimééréinen teho? (1p)
Ratkaisu
(a)
Ry(t,t+7)=EY)Y(+7) =E[(1+ X())(1+X(t+1))]
=1+ EXH)|+EX({t+7))+EXHX({t+ 1) =14+ tri(7).
= T % T e
(b)

Ry(t,t+7) = E[Z(t)Z(t + 7)]
= E[Y(t)cos(t + ©O)Y (t + 7) cos(t + T + O)]



(Y(t) ja © riippumattomia)

= E[Y(#)Y(t + 7)|E[cos(t + ©) cos(t + T + O)]
Do RY(T)%[COS(T) + Elcos(2t + 7 + 20))]

1+ tri o 1
= jL7101(7-)[005(7) + / cos(2t + 7 4 20) — db]
2 0 2w
2
1+ tri(r) 1 1.
= #[COS(T) + o 0/ 3 sin(2t 4+ 7 + 20)]
1+ tri 1
= %1(7—)[008(7) + 4—(sin(2t + 74 4m) — sin(2t + 7)]
7T \/ ~
=0, sin(-) on 4w —jaksollinen
1+ tri
_ %1(7) cos(7)

(¢) Pz =Rz(0) =L cos0=1.

4. Eriilld kausaalisella systeemilld on kausaalinen kiifinteissysteemil. Kun heritteend on
valkoista kohinaa, jonka tehotiheys on 1, vasteen tehotiheys on

4 + 47?2 f2
1+4m2f2
(a) Mitd tarkoittaa "valkoinen kohina”? (1 p)
(b) Mé&raa vasteen autokorrelaatiofunktio. (1 p)
(c) Méaaraa systeemin amplitudivaste. (1p)
(d) Maaraa jokin ratkaisu systeemin taajuusvastefunktiolle H(f) ja impulssivasteelle
)

h(t). Perustele, miksi vastauksesi kiy. 3p

Ratkaisu

(a) Tehotiheys on vakio, vrt. valkoinen valo.
(b)

_Adde 3
1 4-4r2fr 14 4m2f2
Ry(r) = F'5x(7) = br) + 57"

Sy (f)

(c) Kaavasta Sy (f) = [H(f)[*Sx(f) = [H(f)*-1

4 472 12
U = VS = [y

1 Jos systeemin taajuusvastefunktio on H(f), kifinteissysteemin taajuusvastefunktio on 1/H(f)



(d) Kirjoitetaan

_4+47r2f2_2—|—z'27rf 2—i2nf —

H (AP = 1 +4m2f2  1+i2nf 1—a2nf = HDH(S)
ja valitaan
_2+a2nf
jolloin
_ 1 —t

Systeemi on tilloin kausaalinen, koska h(t) = 0, ¢ < 0. Samoin kidnteissysteemi
on kausaalinen, koska

1427 f
242w f

1

—1 -
FH 2+2nf

}=F 1 - }=46(t) —ePu(t) =0, t <O0.



