Signaalianalyysi 031080A
2. vilikoe 19.12.2022 Vilivaiheet ja perustelut nikyviin!

1. (a) Satunnaismuuttujan A jakauman (piste)todennikoéisyysfunktio on annettu ohei-
sessa taulukossa.

a | -2 -1 1 2
P(A=a;)]025 03 0.1 0.35

Laske A:n odotusarvo E(A) ja varianssi D?(A) = Var(A) sekii E(24)n.

Ratkaisu.

E(A)=-2-025—-1-03+4+1-0142-035=0
D*(A) = B(A?) — (E(A))?
=(-2)2-025+ (=1)*-03+1-0.1+2%-0.35 — 0> = 2.8
EQ2%) =272.025+2""-03+2"-0.1+2%-0.35 = 1.8125
(b) Satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot ovat —1, 0 ja 1 ja satunnaismuuttujan

Y mahdolliset arvot ovat 2, 4 ja 6. Oheisessa taulukossa on esitetty joitakin X:n
ja Y:n yhteisjakauman ja Y:n reunajakauman todennikdéisyyksié.

X Y19 4 6
-1 a 1/25 2/25
0 4/25 b 4/25
1 4/25 2/25 ¢
PY=y) |2/5 1/5 d

i. Maarda puuttuvat todennikoisyydet a, b, ¢ ja d.
ii. Laske ehdollinen todennékoisyys P(X = 1|Y = 2).
iii. Ovatko muuttujat X ja Y tilastollisesti riippumattomat?

Perustele vastauksesi huolella.

Ratkaisu.

(a) Zj P(Y =y,) =1, joten

+4+4 2 _ 2
a+—+ === a= —
25 25 5 25
1+b+2—1 = b—2
25 25 5 25
2+4+ 2 _ 4
25 25 5 25’



P(X=1Y=2) =
PX = 1]y =2) = (HYzm >:§:
5

2
3

(c) Muuttujat X ja Y ovat riippumattomat, jos

kaikilla 7, j. Taydentamalld taulukko muuttujan X reunajakaumalla nihdéan etta
tama toteutuu:

X Y19 4 6 P(X = ;)
—1 2/25 1/25 2/25 | 1/5

0 4/25 2/25 4/25 | 2/5

1 4/25 2/25 4/25 | 2/5
PY=y) |2/5 1/5 2/5

Muuttujat ovat siis riippumattomat.

2. Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssimatriisi on

2 -1
C(Xy) = (_1 9 ) .

Muodosta X:std ja Y:std lineaarisella muunnoksella (¥) = A (5¥) uudet muuttujat U
ja V, jotka ovat korreloimattomia. Anna lineaarisen muunnoksen matriisi A. Mika on
uusien muuttujien kovarianssimatriisi?

Ratkaisu. Ominaisarvot

2—-Xx -1

det(C()Qy)) = ‘ _1 2 . )\

':A%4A+3:0 s A=1vi=3.

Ominaisvektorit: A =1

1 -1
Com-ame=r o (5 D) E)=(0) o a0 sen (1)
A=3
. -1 -1 T1\ _ o _ T
(C()Qy) — 3[)1’ =0 < (_1 _1) (1'2) = ( ) -1 —T2=0 =uz= (—1'1) .

Kirjoitetaan yksikkbominaisvektorit \}_ (1) ja 12 2, ) muunnosmatriisin riveiksi:

1 /1 1
=70 h)
Uusi kovarianssimatriisi

10
C(U,V) - AC(X’y)AT - (0 3) .



3. Olkoon Y (t) = X (t)cos(2nt 4+ O), missd © ~ U(0,27). X(¢) on O:sta riippumaton
satunnaissignaali, jonka autokorrelaatiofunktio on Ry (7) = e~I"l. Laske Y (#):n odo-
tusarvofunktio ja autokorrelaatiofunktio sekd mééarad Y (¢):n keskiméiriinen teho.

Ratkaisu. Odotusarvofunktio
py (t) = E[X(t) cos(2nt + ©)] ""E" B[X (¢)] E[cos(2nt + ©)] = 0,
koska (jompi kumpi ehto riittdd/vaaditaan)

lim Ry(r)=0 = E(X({#)=0

T—=t00
ja
2m 1 1 2m
Elcos(2rt 4+ ©)] = / cos(2mt 4+ 0)— df = — / sin(27t + 0)
0 2m 2

s
0
1
= %(sin(Qﬁt + 27) —sin(27t) = 0 (sini 27 — jaksollinen).
Autokorrelaatiofunktio
Ry(t,t+7)=E[X(#)X(t+ 7)) = E[X(¢) cos(2mt + ©) X (t + 7) cos(2n(t + 7) + O)]
PR BIX (£ X (t 4 7)| E[cos(27t 4 ©) cos(2nt + 277 + ©)]
B Rx(T)E[% cos(2mT) + % cos(4rt + 27T 4 20)]

% Rx(T)
2

2m 1
[cos(27T) + / cos(4mt + 27T + 29)2— o]
0 7T

27
1
[cos(27T) + / 3 sin(4nt + 27T 4 26)
0

Rx(T)
2

1
o)

-~

=0, sini 27-jaksollinen
e |T‘

= cos(2mT)

Y (t) on stationaarinen, koska py (t) on vakio ja Ry (t,t + 7) = Ry (7), joten keskim#a-
riinen teho Py = E[Y?(t)] = Ry (0) = 1.

4. (a) Valkoista kohinaa, jonka tehotiheys on 1, sytetddn herdtteend tuntemattomaan
kausaaliseen analogiseen LT1-jarjestelméddn. Vasteen tehotiheydeksi mitataan tal-
16in

4
9+ 4n2f?

Madraa systeemin taajuusvastefunktio H(f) ja impulssivaste h(t).



Ratkaisu Vasteen tehotiheyden kaavalla

4 2 T
m —SY(f) - |H(f)| SX(f) —H(f)H(f)l
— 4 2 2
H H = =
= HNDH) = 5037 = 35203 —ions
Valitaan taajuusvastefunktioksi H(f) = ﬁ, jolloin h(t) = 2e~3u(t) = 0, kun

t <0, ja jarjestelma on kausaalinen.

Kausaalisen diskreettiaikaisen LTI-systeemin siirtofunktio on

1
T 1.1
1—521

Maardaa vasteen tehotiheysspektri ja autokorrelaatiofunktio, kun herdte on dis-

kreettii valkoista kohinaa, jonka varianssi on o2.

Ratkaisu. Taajuusvastefunktio on

Sx(w) = o2. Vasteen tehotiheys:

Sy (w) = H(w)H(w)Sx(w)
1 1,

1—le—w 1
2 1
[ Y g
N S
1—cosw+i

B 402 1—(%)2

=0

3 1—-2-Fcosw+(3)?

Vasteen autokorrelaatio (kaava I5)

_402
3

Ryl = - (5)".



