Signaalianalyysi 031080A

Laskuharjoitustehtavat 7 syksy 2021

1. (k) Kotitehtéva: vastaukset tulevat Moodleen.
2. (k) Kotitehtava: vastaukset tulevat Moodleen

3. (p) Stationaarisen analogisen signaalin X (¢) tehotiheysspektri on
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a) Miké on signaalin X (¢) autokorrelaatiofunktio?

b) Maaraa valkaisusuodatin signaalille X (¢), s.0. miaraa sellainen kausaalinen LTI-systeemi,
jonka vaste on valkoista kohinaa tehotiheydella 1, kun heratteend on X (¢). Anna systeemin
siirtofunktio H(f) ja impulssivaste h(t).

Ohje: kirjoita aluksi herédtteen tehotiheysspektri muodossa Sx(f) = G(f)G(f), missa
1/G(f) on kausaalisen systeemin siirtofunktio.

Ratkaisu

a) Stationaarisen signaalin autokorrelaatiofunktio on tehotiheysspektrin kddanteis-Fouriermuunnos

(J19-J21)
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b) Kaavasta Sy (f) = |H(f)|]2Sx(f) saadaan |H(f)|2 = 22U Nyt Sy (f) = 1, joten

H(f)P = HOHT) = <

Sx(f)

Kirjoitetaan Sx(f) tulomuodossa Sx(f) = G(f)G(f), missa 1/G(f) =: H(f) on kausaa-
linen: aluksi laventamalla saadaan osamaara
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Saannon a? + b? = (a + ib)(a — ib) avulla saadaan ns. spektraalifaktorointi
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4. (p)

Valitaan G(f) = gigz}”’ G(f) _ g;; ia
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Talloin systeemi on kausaalinen, silla
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= F {1 6+127rf} =6(t) — e u(t) =0, kunt<0.

Harjoituksen 4 tehtavéin 4 aikadiskreetin LTI-systeemin
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Olkoon heratteend diskreettid valkoista kohinaa, joka noudattaa normaalijakaumaa AN(0,1).
Maaraa vasteen tehotiheysspektri seka herédtteen ja vasteen ristitehotiheysspektri. Mika on vas-
teen autokorrelaatiofunktio?

Ratkaisu. Heréte on diskreettié valkoista kohinaa, jonka tehotiheys on Sx(w) =1 (ks. tehtava
6). Vasteen tehotiheysspektri
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Vasteen autokorrelaatiofunktio:
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Herétteen ja vasteen ristitehotiheys:

Ry[k] = (

e—iw

S = H(w)S
XY(W) (W) X( ) \/_1_ 6 iw

Kausaalisen analogisen LTI-systeemin heratteen X (1) autokorrelaatiofunktio on Ry (1) = 4e~ 271,

Vasteen Y (t) autokorrelaatiofunktio on Ry (1) = Se~I7l — 227l Maarda systeemin siirtofunktio

H(f) jaimpulssivaste h(t). Laske myos ristitehotiheys Sxy (f) ja ristikorrelaatiofunktio Rxy (7).

Ratkaisu Stationaarisen signaalin tehotiheysspektri on F{Rx(7)} (kaava J19).
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Sx(f) = 4m (B4, a=2)



Vasteen tehotiheys
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Toisaalta kaavalla J28 Sy (f) = |H(f)[*Sx(f), joten

Sy (f) (B4, a=1, a=2)
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Kirjoitetaan |H(f)|*> muodossa |H(f)|* = H(f)H(f), josta siirtofunktion voi poimia. Kaavaa
a® + b* = (a + ib)(a — ib) soveltaen

1>+ (27f)* = (1 +i2n f)(1 — i2n f)

= H(f)H(f) = 1+127rf1—127rf

Hakusessa on kausaalinen systeemi, joten valitaan
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silld silloin impulssivasteelle h(t) = F'Y{H(f)} (kaava J25) pétee

H(f)

h(t) =e"u(t) =0, kun t < 0
eli systeemi on kausaalinen.

Herétteen ja vasteen ristitehotiheys (J30):
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Sxv (f) = H(f)Sx(f)

Vastaava ristikorrelaatiofunktio saadaan Fourier-kaddnteismuuntamalla. Kyseesséd on rationaa-
lifunktio, jonka osoittajan aste on pienempi kuin nimittdjén, joten voidaan tehdd osamurto-
kehitelmé. Kirjoitetaan nimittajéa 1. asteen tekijoina ja yksinkertaisuuden vuoksi merkitdan
s=12nf.
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Sxy(f) =

Kerrotaan nimittajat pois ja jarjestetdan s:n potenssien mukaan

16=A(4—s*)+B@2+s—5)+C(2+3s+s")
=4A+2B+2C + (B+3C)s+ (—A— B+ C)s*

Vertaamalla s:n kertoimia vasemmalla ja oikealla puolella saadaan yhtaloryhmé

4A+2B+2C =16 A =1
B+3C =0 & { B =-4
~A-B+C =0 C =3



Ristitehotiheysspektri tulee muotoon
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Heréatteen ja vasteen ristikorrelaatiofunktio on siis (kaava B3, viimeiselle termille myos kaava
A2 kun a = —1)
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Harjoituksen 4 tehtavan 5 aikadiskreetin LTI-systeemin herdtteena on diskreettid valkoista ko-
hinaa, joka noudattaa normaalijakaumaa N (0, 0%). Mé&éraa vasteen tehotiheysspektri seké he-
ratteen ja vasteen ristitehotiheysspektri.

Ratkaisu

Kyseisessé tehtavissd systeemin (Z-muunnoksen) siirtofunktioksi saatiin
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Herdte X [n] on diskreettid valkoista kohinaa, joka noudattaa normaalijakaumaa N (0, c?), joten
sen autokorrelaatiofunktio on

ja tehotiheysspektri (kaava 16)
Sx(w) = F[Rx[m]] = 02, Vw.

Vasteen tehotiheysspektri

Sy(w) = [H(w)[*Sx(w) = H(w)H(w)Sx(w)
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Herétteen ja vasteen ristitehotiheys (kaava J24)
Sxy(w) = H(f)Sx(w)
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