Signaalianalyysi 031080A

Laskuharjoitustehtavat 6 syksy 2021

1. (k) Kotitehtéva: vastaukset tulevat Moodleen
2. (k) Kotitehtavi: vastaukset tulevat Moodleen

3. (p) Olkoon signaali X (t) bindéristd kohinaa (ks. luennot), jonka mahdolliset arvot ovat 1 ja —1.
Signaalin odotusarvofunktio on px(t) = 0 ja autokorrelaatiofunktion on Rx(7) = tri(7). Mika
ovat seuraavien signaalien odotusarvo- ja autokorrelaatiofunktiot?

a) A(t) =2X(t)

b) B(t) =2+ X(t)

c) C(t) = X2(t)

d) D(t) = X(t)+ X(t—2)
Ratkaisu

a) pa(t) = ERX(1)] = 2E[X ()] =2-0=0

Ru(t,t+7) = E[A(t)A(t + 7)) = E[2X(t) - 2X(t + 7)]
=4F[X(t)X(t+ 7)] = 4Rx(1) = 4 tri(7).

b) up(t) = E[2+ X ()] =2+ B[X(#)] =2+ 0=2

[
Rp(t,t+7) = E[AOA(t+ 1) =E[(2+ X(t)(2+ X(t+7))]
=44 2E[X(t)]+2E[X(t+7)] + E[X(t) X (t + 7)]
=4+ Rx(7) =4 + tri(7).

c) Nyt C(t) = X%(t) = 1 kaikilla ¢, joten uc(t) = E[X?(t)] = E[1] = 1.
Re(t,t+7) = E[Ct)C(t+7)] = E[X*t)X*(t+ 1) = E[1-1] = 1.
d) up(t)=E[X{t)+ Xt —-2)]=EX®)]+EX(t—-2)]=0+0=0

Rp (tt+7) EDt)D(t+7)]=E[(X#)+X{t—-2)(X{t+71)+X({t+T—2))]
[X(t)X(t+7)]+ [(X()X(t+71—-2)]

EX(t=2)X(t +7)| + E[X(t = 2)X(t +7 - 2)]
—Rx(T)+Rx( —2)+ Rx(7+2)+ Rx(7)

= 2tri(7) + tri(T — 2) + tri(7 + 2).



4. (p) Olkoon Y (t) = X (t) cos(2nt + ©), missd © ~ Tas(0,27). X (¢) on O:sta riippumaton satunnais-
signaali, jonka odotusarvofunktio on E[X (¢)] = 1 ja autokorrelaatiofunktio on Rx(7) = e~ Il.
Laske Y (¢):n odotusarvofunktio, autokorrelaatiofunktio ja maaraa Y (¢):n keskimaéardinen teho.
Onko Y'(t) stationaarinen?

Ratkaisu

Y (t):n odotusarvofunktio

E[Y (t)] = E[X (t) cos(2mt + O)]
(X(t) on O:sta riippumaton)

E[X(t)|E[cos(2mt + O)]
=1- /027r cos(2nmt + 9)% db

27
1
=5 / sin(27t + 0)
0

1

=5 {sin(27rt +27) — sin(27rt)}

T
= 0.

Y (t):n autokorrelaatiofunktio

Ry (t,t+7)=E[Y(t)Y(t+ 7)]
= E[X(t) cos(2nmt + ©) X (t + 7) cos(2nt + 277 + O)]

(X (t) on O:sta riippumaton, cosa cos 3 = %(cos(a — B) 4 cos(a+ B)))
= %E[X(t)X(t + 7)| Elcos(2nT) + cos(4nt + 27T 4 20)]

2
= le(T) [cos(27r7) + / cos(4mt + 27T + Qg)idg]
2 0 27

2m

1 1 .
= §RX(7') {COS(Q?TT) + o 0/ sin(4nt + 277 + 29)}
(integrointi yli kahden jakson = 0)

1
= §RX(7') cos(2mT)

1
= 56_‘T| cos(2mT).

Keskiméaérainen teho Py = E[Y?(t)] = Ry (0) = 3.
Y (t) on stationaarinen, koska E[Y(t)] ja Ry (t,t + 7) ovat ajasta ¢ riippumattomia.

5. (n) Olkoon A(t) ja B(t) riippumattomia, nollaodotusarvoisia stationaarisia satunnaissignaaleja, joil-
la on sama autokorrelaatiofunktio R4(7) = Rp(7) = 77|,

a) Tutki ovatko signaalit X (¢) = A(t)sint ja Y (t) = B(t) cost stationaarisia.
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b) Laske ristikorrelaatiofunktio Ryy (t,t + 7). Ovatko X (¢) ja Y (t) yhteisstationaariset?
c¢) Tutki onko signaali Z(t) = X (¢) + Y (¢) stationaarinen.

Ratkaisu
a)
E[X(t)] = E[A(t)sint] = E[A(t)]sint =0
Rx(t,t+7) = E[X(t)X(t+ 1) = E[A(t) sintA(t + 7) sin(t + 7)]
— E[A(t)A(t 4 7)]sintsin(t + 7) = e~ lsint sin(t + 7)
Esim. Rx(0,m) = —e™™ # Rx(%,%) = 0, joten X (t) ei ole stationaarinen. Samalla tavalla

E[Y(t)]=0
Ry(t,t+71) = eIl costcos(t + T)

Esim. Ry (0,7) =0 # Ry(3,3%) = —e™™, joten Y (t) ei ole stationaarinen.

b) Koska A(t) ja B(t) ovat riippumattomat ja nollaodotusarvoiset,

Rxy(t,t+7)=FE[X@#)Y(t+ 1) = E[A(t)sintB(t + 7) cos(t + 7)]
= E[A(t)]E[B(t)]sintcos(t + 1) = 0.

Nyt Rxy (t,t+ 7) ei riipu t:sté, mutta koska X (t) ja Y(¢) eivét ole stationaariset, ne eivét
ole myoskaan yhteisstationaariset.

c) Z(t)=X()+Y(t)

EZ(t)] = EX(t) +Y ()] = E[X@)] + E[Y(1)] = 0

Ry(t,t+7)=E[Z{)Zt+ 1) =FE[(Xt)+Y)(Xt+7)+Y(t+1))]
=FEXOXt+1)+XOY(t+7)+Xt+1)Y(R)+ Y)Y (t+ 1)
= Rx(t,t+7)+ Rxy(t,t +7)+ Ryx(t,t+7) +Ry(t,t+7)

b)O =0, kuten Rxy (t,t+7)

=Rx(t,t+7)+ Ry(t,t+ 1)
= e Mlsintsin(t +7) + eIl cos t cos(t + 7)

D7 _
2 eIl cos T

E[Z(t)] = 0ja Rz(t,t +7) = Rz(7) eivat riipu ajasta t, joten Z(t) on stationaarinen.

6. (n) Olkoon X (t) = 2cos(Qt+0O), missi 2 ~ Tas(—1, 1) ja © ~ Tas(—m, 7) ovat riippumattomia sa-

tunnaismuuttujia. Laske X (¢):n odotusarvofunktio, oautokorrelaatiofunktio ja keskiméarainen
teho.

Ratkaisu



Odotusarvofunktio

E[X(t)] = E[2cos(2t + O)]
( ehdollinen od.arvo)
= 2E{E[cos(Qt + O)|Q]}

= 2E[/_7; cos(Qt + 9)% db]

= %E[/ sin(Qt + 6)]

—T

— %E[sin(Qt +7) — sin(Q — )]

X (t):n autokorrelaatiofunktio

R(t,t+7) = E[2cos(2 + ©) - 2 cos(Qt + Q7 + O)]
(cosavcos B = 3(cos(a — ) + cos(a + f3)), kaava D9)
= 2E[cos(Q7)] + 2E[cos(2Qt 4+ Q1 + 20)]
(ehdollinen odotusarvo)

= 2F[cos(27)] + 2E{ E[cos(2Qt + Q1 + 20)|Q]}
1 1 ™ 1
= 2/ cos(w7)§ dw + 2E[/ cos(2Qt + Q1 + 29)% o)

-1 -
™

1
= / cos(wT) dw + %E[ /sin(2Qt +Qr +260) |

-1 s

—Tr

= 0, integr. yli 2 jakson

1 . . .
/ %SiH(WT) _ sin(r)—sin(=7) _ 251n('r)’ . 7£ 0

T T

/ cos(0) dw = 2, 7=0

Keskimddriinen teho P = R(0) = 2.



