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3. Laske mitkä seuraavista analogisista tai aikadiskreeteistä signaaleista ovat energiasignaaleja ja
mitkä tehosignaaleja. Piirrä kuvaajat kohdissa a), b) ja e).

a) x(t) = u(t)− u(−t)

b) x(t) = 2e−(t−1)u(t− 1)

c) x(t) = ei(2πt−
π

2
)u(t)

d) x[n] = u[n]− u[3− n]

e) x[n] = (1
2
)nu[n]

Ratkaisu
Analogisen signaalin x(t) energia Ex =

∫∞

−∞
|x(t)|2 dt.

Analogisen signaalin x(t) keskimääräinen teho Px = limT→∞
1
2T

∫ T

−T
|x(t)|2 dt.

Diskreetin signaalin x(n) energia Ex =
∑∞

n=−∞ |x(n)|2.
Diskreetin signaalin x(n) keskimääräinen teho Px = limM→∞

1
2M+1

∑M

n=−M |x(n)|2.

Energiasignaalilla 0 < Ex < ∞ ja tehosignaalilla 0 < Px < ∞.

a) Yksikköaskelfunktio u(t) =

{

1, t > 0

0, t < 0
⇒ u(−t) =

{

1, −t > 0 ⇔ t < 0

0, t > 0

t

x(t) = u(t)− u(−t)

1

−1

|x(t)|2 = (±1)2 = 1

Ex =

∫ ∞

−∞

|x(t)|2 dt =

∫ ∞

−∞

1 dt = ∞

Px = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|x(t)|2 dt = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

1 dt

= lim
T→∞

1

2T

T
/

−T

t = lim
T→∞

T − (−T )

2T
= 1 < ∞

0 < Px < ∞, joten x(t) on tehosignaali.
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b)

t

x(t) = 2e−(t−1)u(t− 1)

1

2

|x(t)|2 = |2e−(t−1)u(t− 1)|2 =

{

4e−2(t−1), t > 1

0, t < 1

Ex =

∫ ∞

1

4e−2(t−1) dt =

∞
/

1

−
4e−2(t−1)

2
= 2 < ∞

0 < Ex < ∞, joten x(t) on energiasignaali (⇒ Px = 0)

c)

Re

Im
t

x(t) = ei(2πt−
π

2
)u(t) = e−iπ

2 ei2πtu(t) = −iei2πtu(t)

|x(t)|2 =

{

1, t > 0

0, t < 0
= u(t)

Ex =

∫ ∞

−∞

|x(t)|2 dt =

∫ ∞

0

1 dt = ∞

Px = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|x(t)|2 dt = lim
T→∞

1

2T

∫ T

0

1 dt = lim
T→∞

T

2T
=

1

2

0 < Px < ∞, joten x(t) on tehosignaali.
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d) Yksikköaskelfunktio

u[n] =

{

1, n ≥ 0

0, n < 0
⇒ u[3− n] =

{

1, 3− n ≥ 0 ⇔ n ≤ 3

0, n > 3

x[n] = u[n]− u[3− n] =











0− 1 = −1, n < 0

1− 1 = 0, 0 ≤ n ≤ 3

1− 0 = 1, n > 3.

0 1 2 3 4 5−1−2
n

|x[n]|2 =

{

1, n < 0 ∨ n > 3

0, n = 0, 1, 2, 3

Px = lim
M→∞

1

2M + 1

M
∑

n=−M

|x[n]|2 = lim
M→∞

1

2M + 1
(

−M
∑

n=−M

1 − 4)

= lim
M→∞

1

2M + 1
(2M + 1− 4) = lim

M→∞
(
2M + 1

2M + 1
−

4

2M + 1
) = 1 < ∞.

0 < Px < ∞ joten x on tehosignaali. (⇒ Ex = ∞)

e)

0

−1

1

n

x[n] = (
1

2
)nu[n]

|x[n]|2 =

{

(1
2
)2n = (1

4
)n, n ≥ 0

0, n < 0

Ex =

∞
∑

n=0

(
1

4
)n =

1

1− 1
4

=
4

3
< ∞

0 < Ex < ∞, joten x[n] on energiasignaali (⇒ Px = 0)
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4. Määritellään jatkuva-aikaiset signaalit x(t) = e−tu(t) ja y(t) = e−2tu(t). Laske konvoluutio
z(t) = x(t) ∗ y(t).

Ratkaisu

z(t) =

∫ ∞

−∞

x(τ)y(t− τ) dτ =

∫ ∞

−∞

e−τu(τ)e−2(t−τ)u(t− τ) dτ =

∫ ∞

−∞

eτ−2tu(τ)u(t− τ) dτ.

Nyt u(τ) =

{

1, τ > 0

0, τ < 0
ja u(t− τ) =

{

1, τ < t

0, τ > t.

τ

u(τ)

0

τ

u(t− τ)

t

Kun t < 0, integroitava on u(τ)u(t− τ) = 0 ∀τ ja konvoluution arvoksi tulee z(t) = 0.

Kun t > 0, integroitava on u(τ)u(t− τ) =

{

1, 0 < τ < t

0, muulloin,
ja

z(t) =

∫ t

0

eτ−2t · 1 dτ =

t
/

0

eτ−2t = e−t − e−2t.

Kaikkiaan

z(t) =

{

0, t < 0

e−t − e−2t, t > 0
= (e−t − e−2t)u(t).

5. Määritellään diskreetit signaalit: x[n] = {1 + i
↑

, 2, 3i}, y[n] = {0
↑
, 1− i,−2i, 3}

a) Laske autokorrelaatio rxx[l] sekä signaalien energiat Ex ja Ey.

b) Laske ristikorrelaatio rxy[l]. Millä viiveen l arvolla ristikorrelaation itseisarvo on suurin?
Mikä tämä arvo on?

Ratkaisu

Lasketaan autokorrelaatio

rxx[n] = x[−n] ∗ x[n] =
∞
∑

k=−∞

x[k]x[k + n]
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ja ristikorrelaatio

rxy[n] = x[−n] ∗ y[n] =

∞
∑

k=−∞

x[k]y[k + n]

alekkainkertolaskulla, siten että

i. jos summa tai tulo ≥ 10 niin sitä ei merkitä muistiin
ii. nollaindeksin paikka ↑ määrätään kuten desimaalipilkun paikka

a) rxx[l] = x[−n] ∗ x[n] = {−3i, 2, 1
↑
− i} ∗ {1

↑
+ i, 2, 3i} = {3− 3i, 2− 4i, 15

↑
, 2 + 4i, 3 + 3i},

Ex = rxx[0] = 15.
−3i 2 1− i

1 + i 2 3i
9 6i 3 + 3i

−6i 4 2− 2i
3− 3i 2 + 2i 2
3− 3i 2− 4i 15 2 + 4i 3 + 3i

Ey =
∑∞

n=−∞ |y[n]|2 = |0|2 + |1− i|2 + | − 2i|2 + |3|2 = 15

Huom! Autokorrelaatiofunktio on aina konjugaattisymmetrinen, rxx[−n] = rxx[n] ja rxx[0] =
Ex on reaalinen.

b) rxy[n] = x[−n] ∗ y[n] = {−3i, 2, 1− i
↑

} ∗ {0
↑
, 1− i,−2i, 3}

= {−3 − 3i,−4− 2i
↑

,−15i, 4− 2i, 3− 3i}.

−3i 2 1− i

0 1− i −2i 3
−9i 6 3− 3i

−6 −4i −2− 2i
−3 − 3i 2− 2i −2i
−3 − 3i −4 − 2i −15i 4− 2i 3− 3i

Ristikorrelaatio on suurin viiveellä 1, jolloin |rxy[1]| = 15 =
√

ExEy.
Voidaan todeta, että signaalit ovat lineaarisesti riippuvat: tarkemmin y[n] = −ix[n − 1].
(ks. luennot Lause 1.1 ja Cauchy-Schwarzin epäyhtälö)

6. Laske signaalien x[n] = {1
↑
, 2, 3, 4} ja y[n] = {0

↑
, 1, 2, 3} syklinen konvoluutio x[n] ⊛ y[n] ja

konvoluutio x[n] ∗ y[n].

Ratkaisu
Syklisen konvoluution x[n]⊛ y[n] laskenta:

2

0

13 0

3

1

0

2

2

3

0

1

1

32

1 1 1 1

2 2 22

3 3 3 3

4 4 4 4

18 16 1016
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⇒ x[n]⊛ y[n] = {16
↑
, 18, 16, 10}.

Konvoluutio x[n] ∗ y[n] = {1
↑
, 2, 3, 4} ∗ {0

↑
, 1, 2, 3} = {0

↑
, 1, 4, 10, 16, 17, 12}.

1 2 3 4
0 1 2 3
3 6 9 12

2 4 6 8
1 2 3 4

0 0 0 0
0 1 4 10 16 17 12
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