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1. Lineaarista aikainvarianttia systeemié kuvaa differenssiyhtilo
1
yln] = Syl — 1] + 2,
missd z[n| on herite ja y[n] on vaste. Madrda systeemin siirtofunktio ja tutki onko
systeemi stabiili. Madraa systeemin taajuusvastefunktio, amplitudivaste ja vaihevaste.

Maarda vasteen tehotiheysspektri, kun herédte on diskreettifi valkoista kohinaa, jonka
varianssi on 9.

Ratkaisu. Z-muuntamalla

Y(z)= 1Y(z)z_1 + X(z)

3
1
(1-— gz’l)Y(z) = X(z)
1 z
= H(z)= — = -
1-— gZ 1 z — 3
Ainut napa z — % =0 & =z= % on kompleksitason yksikkéympyrén sisilld, joten

systeemi on stabiili. Taajuusvastefunktio

1 1
Hw:HZZ:eiwI — = 1 -
() () 1—+e ™ 1—1cos(w)+ i3 sin(w)
Amplitudivaste
1 1
H(w)| = S
\/(1 — 3 cos(w))? + (3 sin(w))? ¥ — 2cosw
Vaihevaste
1
arg H(w) = — arctan —3 slln(w)
— 3 cos(w)
Jos Sx(w) =5, niin
) D
Sy(w) = [H(w)[*Sx(w) = =0 _2



2. Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssimatriisi on

31
o= (2 ).

Muodosta X:sta ja Y:sté lineaarisella muunnoksella

(v)=2G)

uudet muuttujat U ja V, jotka ovat korreloimattomia. Anna lineaarisen muunnoksen
matriisi A. Mikd on uusien muuttujien kovarianssimatriisi?

Ratkaisu. Ominaisarvot

3—A 1

det(C(X,Y)):‘ 1 3_)\':>\2—6/\+8:O &S A=2VA=4.

Ominaisvektorit: A = 2
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Com-ms=0 = (L) (2)=(0) = mimmv =a=(7)
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Cxyy—4)z=0 <& ( 1 _1) (x;) = (0> & —mtr=0 == (Zﬁ'i>

Kirjoitetaan yksikkbominaisvektorit % (1) ja 2= (%) muunnosmatriisin sarakkeiksi:

2
1 /1 -1
=70
Uusi kovarianssimatriisi

2 0
C(U,V) = AO(va)AT = (0 4) .



3. Olkoon A ja © riippumattomia satunnaismuuttujia. A:n jakauman (piste)todennékoi-
syysfunktio on annettu oheisessa taulukossa ja © noudattaa tasajakaumaa Tas(0, 27)

a | -2 -1 1 2
P(A=a;) | 025 03 0.1 0.35

(a) Laske A:n odotusarvo E(A) ja varianssi D?(A) sekii E(24).

(b) Laske signaalin X (t) = A + cos(t + ©) odotusarvofunktio px(¢) ja autokorrelaa-
tiofunktio Rx(¢,t 4 7). Onko X (¢) stationaarinen?

Ratkaisu.
(a) Odotusarvo
E(A)=-2-025—-1-03+1-01+2-035=0
Varianssi
D*(A)=FE(A*) —0*=4-025+1-03+1-0.1+4-0.35=2.38
funktion 24 odotusarvo
B2 =272.025+2"1-03+2"-0.14+2%.0.35 = 1.8125
(b) Odotusarvofunktio

px(t) = E[A + cos(t + ©)] = E[A] + E|cos(t + O)]

2 1 17 i .
:O—i—/o cos(t+9)§ df = . 0/ sin(t +6) = %(sm(t—l—Qﬁ) —sin(t)) =0

Autokorrelaatiofunktio

Rx(t,t+7) = E[(A+ cos(t + O))(A+ cos(t + 7 + O))]
= E[A% + +E[A]E[cos(t + T + ©)]
+ E[A]E[cos(t + ©)] + E[cos(t + ©) cos(t + 7 + O)]

1 1
=28+ E[§ cos(T) + 5 cos(2t + 7 + 20)]

1 1 [ 1
=28+ ECOS(T) + 5/0 cos(2t—|—7‘—|—2@)§ do
2

1 1
=28+ 5 cos(T) + 8 0/ sin(2t + 7+ 20)

1
=28+ 3 cos(7).

Odotusarvofunktio ja autokorrelaatiofunktio eivét riipu ¢:std, joten X (¢) on sta-
tionaarinen.



4. Analogisen systeemin siirtofunktio on

1
S 24a2nf
Olkoon herite on X (t) = Z(t) + N(t), missé signaaliin Z(t) on sekoittunut siitd riip-
pumatonta valkoista kohinaa N(t). Signaalin Z(t) autokorrelaatiofunktio on Rz(7) =
cos 277 ja kohinan N(t) tehotiheysspektri on Sy(f) = 5.

H(f)

(a) Méaaraa herdtteen X (¢) tehotiheysspektri tarkasti perustellen. (1p)

(b) Olkoon signaalin Z(t) vaste Z,(t) ja kohinan N (t) vaste N,(t). Maaraa tehotiheys-
spektrit Sz, (f) ja Sy, (f) seki autokorrelaatiofunktiot Ry, (t,t+7) ja Ry, (¢, t+7).

(4p)
(c) Maaraa signaalikohinasuhde
E1Z5(1))
SNR = —2——+=.
E[N3(t)]
(1p)
Ratkaisu.

(a) Valkoisen kohinan odotusarvo on nolla, joten koska Z(t) ja N(t) ovat riippumat-
tomart,
Rx(t,t+71)=E[(Z({t)+ N@)(Z(t+71)+ N(t+71))]
=Rz (1) + E[Z(1)] EIN(t + 1)+ E[N(t))] E[Z(t + 7)] + Rn(t, t +T)
=0 =0

Sx(f) = 516(f — 1)+ 6(7 + 1] +5.

B 1
44 Ar2fe
S0(f) = 3l — 1)+ 8(f + 1)

S.(f) = [H(F)PS2(f) = SIHOPS(S ~ 1) + S H-DPS(f +1)

(b) [H(f)I”

1 1
= T =D +a(f +1)]
Ry, (1) = WCOS(QTFT)
1 5 22
Sn.(f) = [H(H)PPSn(f) = A+4n2f? 07 4221 (21 f)2
Ry, (1) = Je 7"
(c) SNR = Fr(0) _ i !




