
Signaalianalyysi 031080A

Laskuharjoitustehtävät 6 syksy 2018

1.-2. (e) Vastaukset stackissa.

3. (p) Olkoon X(t) ja Y (t) riippumattomia stationaarisia satunnaissignaaleja, joiden odotusarvot
ovat µX ja µY ja autokorrelaatiofunktiot ovat RX(τ) ja RY (τ). Olkoon edelleen Z(t) =
X(t)Y (t).

a) Laske odotusarvo µZ ja autokorrelaatiofunktio RZ(τ). Onko Z(t) stationaarinen?

b) Ovatko X(t) ja Z(t) yhteisstationaariset?

Perustele tarkasti ratkaisusi jokainen vaihe.

Ratkaisu

a) Z(t):n odotusarvofunktio

E[Z(t)] = E[X(t)Y (t)] = E[X(t)]E[Y (t)] = µXµY .

Koska X(t) ja Y (t) ovat stationaarisia, niin Z(t):n odotusarvo on ajasta riippumaton.
Z(t):n autokorrelaatiofunktio

RZ(t, t+ τ) = E[Z(t)Z(t + τ)] = E[X(t)X(t+ τ)Y (t)Y (t + τ)]

= E[X(t)X(t+ τ)]E[Y (t)Y (t+ τ)] = RX(τ)RY (τ).

Z(t) on stationaarinen, koska E[Z(t)] ja RZ(t, t+ τ) ovat ajasta t riippumattomia.

b) Lasketaan ristikorrelaatio

RXZ(t, t + τ) = E[X(t)Z(t + τ)] = E[X(t)X(t+ τ)Y (t + τ)]

= E[X(t)X(t+ τ)]E[Y (t + τ)] = RX(τ)µY .

Koska X(t) ja Z(t) ovat stationaariset ja lisäksi niiden ristikorrelaatio riippuu vain
viiveestä τ , niin signaalit ovat yhteisstationaariset.

4. (p) Olkoon X(t) = A(t) cos(ω0t + Θ), missä A(t) on vaiheesta Θ riippumaton stationaa-
rinen signaali, jonka autokorrelaatiofunktio on RA(τ), ja vaihe Θ on tasajakautunut,
Θ ∼ Tas(0, 2π).

a) Tutki, onko X(t) stationaarinen.

b) Olkoon Y (t) = A(t) cos((ω0 + ω1)t+Θ). Onko Y (t) stationaarinen?

c) Laske ristikorrelaatiofunktio RXY (t, t+ τ). Ovatko X(t) ja Y (t) yhteisstationaarisia?

d) Onko signaali X(t) + Y (t) stationaarinen?
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a)

E[X(t)] = E[A(t) cos(ω0t +Θ)] = E[A(t)]E[cos(ω0t+Θ)]

= µA

∫ 2π

0

1

2π
cos(ω0t + θ)dθ = 0

RX(t, t+ τ) = E[X(t)X(t+ τ)] = E[A(t) cos(ω0t +Θ)A(t+ τ) cos(ω0(t+ τ) + Θ)]

= E[A(t)A(t+ τ)]E[cos(ω0t+Θ) cos(ω0(t + τ) + Θ)]

= RA(τ)
1

2
E[cos(ω0τ) + cos(2ω0t+ ω0τ + 2θ)]

= RA(τ)

[
1

2
cos(ω0τ) +

1

4π

∫ 2π

0

cos(2ω0t + ω0τ + 2θ)dθ

]

=
1

2
RA(τ) cos(ω0τ)

Satunnaissignaali X(t) on stationaarinen.

b) Satunnaissignaali Y (t) on stationaarinen, sillä kuten edellä

E[Y ] = 0 ja RY (τ) =
1

2
RA(τ) cos((ω0 + ω1)τ)

c) Signaalit X(t) ja Y (t) ovat stationaariset, tutkitaan vielä onko ristikorrelaatiokin
ajasta riippumaton:

RXY (t, t+ τ) = E[X(t)Y (t + τ)]

= E[A(t) cos(ω0t+Θ)A(t+ τ) cos((ω0 + ω1)(t + τ) + Θ)]

= E[A(t)A(t + τ)]E[cos(ω0t +Θ) cos((ω0 + ω1)(t+ τ) + Θ)]

=
1

2
RA(τ)E[cos(ω0τ + ω1(t+ τ)) + cos((ω0(2t+ τ) + ω1(t + τ) + 2θ)]

=
1

2
RA(τ) cos(ω0τ + ω1(t+ τ)).

Ristikorrelaatio riippuu ajasta, joten X(t) ja Y (t) eivät ole yhteisstationaariset.

d)

E[Z(t)] = E[X(t) + Y (t)] = E[X(t)] + E[Y (t)] = 0

RZ(t, t+ τ) = E[Z(t)Z(t+ τ)] = E[(X(t) + Y (t))(X(t + τ) + Y (t + τ))]

= E[X(t)X(t+ τ) +X(t)Y (t+ τ) +X(t+ τ)Y (t) + Y (t)Y (t + τ)]

= RX(τ) +RXY (t, t + τ) +RY X(t, t + τ) +RY (τ)

Tarkistetaan vielä ristikorrelaatioiden RXY (t, t+τ) ja RY X(t, t+τ) summa. Käytetään
kaavaa D9:

RXY (t, t+ τ) +RY X(t, t+ τ) =
1

2
RA(τ) (cos(ω0τ + ω1(t+ τ)) + cos(ω1t− ω0τ))

= RA(τ) cos(ω1t +
1

2
ω1τ) cos(ω0τ +

1

2
ω1τ),

joten autokorrelaatiofunktio todella riippuu ajasta ja siten Z(t) ei ole stationaarinen.
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5. (n) Määritellään kompleksinen satunnaismuuttuja Z = X + iY , missä X ja Y ovat reaaliar-
voisia satunnaismuuttujia.

a) Määrää muuttujien X ja Y kovarianssimatriisi, kun muuttujan Z odotusarvo on
µZ = 0, varianssi E[|Z − µZ|

2] = 3 ja pseudovarianssi E[(Z − µZ)
2] = 1 + 2i.

b) Tiedetään, että X ja Y ovat normaalijakautuneita. Mikä on yhteisjakauman tiheys-
funktio?

Ratkaisu:

a) Koska E[Z] = E[X ]+ iE[Y ] ja E[Z] = 0, niin E[X ] = E[Y ] = 0. Varianssi E[|Z|2] =
E[|X + iY |2] = E[X2 + Y 2] = E[X2] + E[Y 2] = 3 ja pseudovarianssi E[Z2] =
E[(X + iY )2] = E[X2 − Y 2 − i2XY ] = E[X2] − E[Y 2] + i2E[XY ] = 1 + 2i, joten
kahdesta edellisestä yhtälöstä saadaan E[X2] = 2, E[Y 2] = 1 ja E[XY ] = 1. Siten
Cov(X, Y ) = E[XY ]−E[X ]E[Y ] = 1 ja kovarianssimatriisi on

C(X,Y ) =

(
2 1
1 1

)

.

b) (vrt. esimerkki 4.14 luentokalvot/-moniste)

Nyt

C(X,Y ) =

(
1 −1
−1 2

)

,

joten
(
x y

)
=

(
1 −1
−1 2

)(
x

y

)

= x2 − 2xy + 2y2,

joten yhteisjakauman tiheysfunktio on

f(X,Y )(x, y) =
1

2π
e−(x2

−2xy+2y2)/2.
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6. (n) Olkoon X(t) = 2 cos(Ωt + Θ), missä Ω ∼ Tas(−1, 1) ja Θ ∼ Tas(−π, π) ovat riippu-
mattomia satunnaismuuttujia. Laske X(t):n odotusarvofunktio, autokorrelaatiofunktio ja
keskimääräinen teho.

Ratkaisu:

Odotusarvofunktio

E[X(t)] = E[2 cos(Ωt +Θ)]

( ehdollinen od.arvo)

= 2E{E[cos(Ωt +Θ)|Ω]}

= 2E[

∫ π

−π

cos(Ωt + θ)
1

2π
dθ]

=
1

π
E[

π/

−π

sin(Ωt + θ)]

=
1

π
E[sin(Ωt+ π)− sin(Ωt− π)]

=
1

π
E[0]

= 0.

X(t):n autokorrelaatiofunktio

R(t, t+ τ) = E[2 cos(Ωt +Θ) · 2 cos(Ωt+ Ωτ +Θ)]

(cosα cos β =
1

2
(cos(α + β) + cos(α− β)), ehdollinen od.arvo )

= 2E{E[cos(2Ωt + Ωτ + 2Θ) + cos(Ωτ)|Ω]}

= 2E[

∫ π

−π

cos(2Ωt + Ωτ + 2θ)
1

2π
dθ] + 2

∫ 1

−1

cos(ωτ)
1

2
dω

=
1

2π
E[

π/

−π

sin(2Ωt + Ωτ + 2θ)

︸ ︷︷ ︸

= 0, integr. yli 2 jakson

] +

1/

−1

1

τ
sin(ωτ)

=
sin(τ)

τ
−

sin(−τ)

τ

=
2 sin(τ)

τ
.

Keskimääräinen teho P = R(0) = limτ→0
2 sin(τ)

τ
= 2.
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