Signaalianalyysi 031080A

Laskuharjoitustehtavat 6 syksy 2018

1.-2. (e) Vastaukset stackissa.

3. (p) Olkoon X (t)ja Y (t) riippumattomia stationaarisia satunnaissignaaleja, joiden odotusarvot
ovat px ja py ja autokorrelaatiofunktiot ovat Rx(7) ja Ry (7). Olkoon edelleen Z(t) =
X(t)Y(t).

a) Laske odotusarvo py ja autokorrelaatiofunktio Rz (7). Onko Z(t) stationaarinen?

b) Ovatko X (t) ja Z(t) yhteisstationaariset?

Perustele tarkasti ratkaisusi jokainen vaihe.

Ratkaisu

a) Z(t):n odotusarvofunktio
ElZ(t)] = EIX(0)Y ()] = EIX(DIEY (8)] = pxpy-

Koska X () ja Y (t) ovat stationaarisia, niin Z(t):n odotusarvo on ajasta riippumaton.
Z(t):n autokorrelaatiofunktio

Ry(t,t+7)=FE[ZO)Z{t+7)]=EX)X({t+7)Y )Y (t+7)]
=EXHX(t+7)]EY)Y(t+7)] = Rx(7)Ry (7).

Z(t) on stationaarinen, koska E[Z(t)] ja Rz(t,t + 7) ovat ajasta ¢ riippumattomia.

b) Lasketaan ristikorrelaatio

Rxz(t,t+7)=EXO)Z({t+ 7)) =EXHOX({t+T1)Y(t+71)]
=E[Xt)X({t+7)E[Y(t+ 1) = Rx(T)uy.

Koska X (t) ja Z(t) ovat stationaariset ja lisdksi niiden ristikorrelaatio riippuu vain
viiveesta 7, niin signaalit ovat yhteisstationaariset.

4. (p) Olkoon X(t) = A(t)cos(wot + ©), missd A(t) on vaiheesta O riippumaton stationaa-
rinen signaali, jonka autokorrelaatiofunktio on R4(7), ja vaihe © on tasajakautunut,
© ~ Tas(0, 27).
a) Tutki, onko X (t) stationaarinen.
b) Olkoon Y (t) = A(t) cos((wo + w1)t + O). Onko Y () stationaarinen?
c) Laske ristikorrelaatiofunktio Rxy (t,t+ 7). Ovatko X (¢) ja Y () yhteisstationaarisia?
)

d) Onko signaali X (t) + Y (¢) stationaarinen?



E[X(t)] = E[A(t) cos(wot + O)] = E[A(t)]E[cos(wot + O)]

2m 1
= MA/O gy cos(wot + 6)dd =0

Rx(t,t+7) = E[X(t)X(t + 7)] = E[A(t) cos(wot + O)A(t + T) cos(wo(t + 7) + O)]
= E[A(t)A(t + 7)] Elcos(wot + ©) cos(wo(t + 7) + O)]

1
= RA(T)iE[COS(on) + cos(2wot + woT + 26)]

1 I

= Ru(7) | = cos(woT) + — / cos (2wt + woT + 260)d0
2 4 J,

= ERA(T) cos(woT)

Satunnaissignaali X (¢) on stationaarinen.

b) Satunnaissignaali Y'(¢) on stationaarinen, silléd kuten edelld
1
E[Y] =0 ja Ry(r) = QRA(T) cos((wo + w1)T)

c) Signaalit X(¢) ja Y (t) ovat stationaariset, tutkitaan vield onko ristikorrelaatiokin
ajasta riippumaton:

Rxy(t,t+7)=E[X{)Y(t +7)]
= E[A(t) cos(wot + O)A(t + 7) cos((wo + w1 )(t + 7) + O)]
= E[A(t)A(t + 7)] E[cos(wot 4+ O) cos((wo + w1)(t + 7) + O)]
1

= aRA(T)E[COS(UJOT +wi(t+ 7)) + cos((wo(2t + 7) + wi (t + 7) + 26)]

= %RA(T) cos(woT +wi(t +7)).

Ristikorrelaatio riippuu ajasta, joten X (¢) ja Y'(t) eivit ole yhteisstationaariset.
d)

E[Z()] = E[X(1) +Y(1)] = E[X()] + E[Y ()] =0
Rz(t,t+7)=FE[Z{)Zt+7)=FE[(Xt)+Y)(X{t+7)+Y(t+71))]
EXO)Xt+n)+XO)Yt+7)+Xt+n)Y )+ Y)Y (t+7)]
= Rx(7) + Rxy(t,t +7) + Ryx(t,t + 7) + Ry (7)

Tarkistetaan viela ristikorrelaatioiden Ryy (¢,t+7) ja Ry x (t,t+7) summa. Kaytetdén
kaavaa D9:

1
Rxy(t,t+7)+ Ryx(t,t+7) = §RA(7') (cos(woT 4+ wi(t + 7)) 4 cos(wit — woT))

1
= R, (7) cos(wit + 5&)17) cos(woT + 5&)17'),

joten autokorrelaatiofunktio todella riippuu ajasta ja siten Z(t) ei ole stationaarinen.
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5. (n) Maééritelldén kompleksinen satunnaismuuttuja Z = X + Y, missd X ja Y ovat reaaliar-
voisia satunnaismuuttujia.

a) Maardad muuttujien X ja Y kovarianssimatriisi, kun muuttujan Z odotusarvo on
pz = 0, varianssi E[|Z — uz|?] = 3 ja pseudovarianssi E[(Z — uz)? = 1 + 2i.
b) Tiedetaén, ettd X ja Y ovat normaalijakautuneita. Miké on yhteisjakauman tiheys-
funktio?
Ratkaisu:

a) Koska E[Z] = E[X]+iE[Y] ja E[Z] = 0, niin E[X] = E[Y] = 0. Varianssi E[|Z|*] =
E[|X +iY])] = E[X?+Y? = E[X? + E[Y? = 3 ja pseudovarianssi E[Z?] =
E[(X +iY)?) = E[X? — Y2 — 2XY] = E[X? — E[Y? + 2E[XY] = 1 + 2i, joten
kahdesta edellisesté yhtilostd saadaan F[X?] = 2, E[Y?] = 1 ja E[XY] = 1. Siten
Cov(X,Y) = E[XY] - FE[X]|E[Y] =1 ja kovarianssimatriisi on

2 1
on=(2 ).

b) (vrt. esimerkki 4.14 luentokalvot/-moniste)
Nyt

joten

e = (Y F) ()

joten yhteisjakauman tiheysfunktio on

1 —(z*—2x
f(X,y)(x,y) _ ﬂe (z®—2zy+2y%)/2



6. (n) Olkoon X(t) = 2cos(Q2t + ©), missd  ~ Tas(—1,1) ja © ~ Tas(—m, ) ovat riippu-
mattomia satunnaismuuttujia. Laske X (¢):n odotusarvofunktio, autokorrelaatiofunktio ja
keskimaérainen teho.

Ratkaisu:

Odotusarvofunktio

E[X(t)] = E[2cos(Qt + O)]
( ehdollinen od.arvo)
= 2F{FE[cos(Qt + ©)|Q]}

T 1
= QE[/ cos(Qt + 0)2— o)
m

—T

= %E[/Tr sin(Qt + 6)]

—T

= lE[sin(Qt + ) — sin(Qt — )]

E[0]

s
1
s

0

X (t):n autokorrelaatiofunktio
R(t,t + 1) = E[2cos(Qt + O) - 2cos(Qt + Q7 + O)]

1
(cosacos f = i(cos((x + ) + cos(a — f3)), ehdollinen od.arvo )
= 2E{E[cos(2Q2t + Q71 + 20) + cos(027)|2] }

T 1 ! 1
= 2E[/ cos(2Qt + Q7 + 20)2— df) + 2/ cos(wT)é dw

™ 1

—T

1

17 1
= %E[/ sin(2Q + Q7 +26) | +{ - sin(wT)

-—
= 0, integr. yli 2 jakson
sin(t)  sin(—7)

T T
_ 2sin(7)

T

Keskiméariinen teho P = R(0) = lim,_, 25%“) =2.



