Signaalianalyysi 031080A

Laskuharjoitustehtavat 5 syksy 2018

Vastaukset stackissa.

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia ja noudattavat tasajakaumaa Tas(—%, %)
Mité jakaumaa noudattaa summa Z = X 4+ Y7 Anna tiheysfunktio. Ohje: tarkastele lineaarista

muunnosta ( VZV> _ (é D (if) .

Ratkaisu Tiheysfunktiot ovat fx(z) = rect(z) ja fy(y) = rect(y). Koska satunnaismuuttujat
ovat riippumattomia, niin f(xy)(z,y) = fx(z)fy(y) = rect(z)rect(y). Lineaarinen muunnos
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Yhteisjakauman tiheysfunktio on

fizw)(z,w) = rect(z — w)rect(w),

josta edelleen saadaan satunnaismuuttujan Z = X + Y tiheysfunktio
fz(2) = / fzw(z,w)dw = / rect(z — w)rect(w)dw = rect(z) * rect(z) = tri(z)
(ylla kéytetty kaavoja H7, A12, Bl ja B6). Summajakauma Z = X + Y noudattaa ns. kolmio-

jakaumaa.

Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssimatriisi on
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Muodosta X:std ja Y:std lineaarisella muunnoksella uudet muuttujat U ja V', jotka ovat korre-

loimattomia. Sailyyko yhteenlaskettu varianssi muunnoksessa samana?

Ratkaisu

Muodostetaan lineaarisella muunnoksella (g) =A (X

Y) korreloimattomat satunnaismuuttu-
jat U ja V (eli Cov(U,V) =0)
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Matriisi A muodostetaan riveittdin C|x y):n ominaisvektoreista. Ominaisarvot A saadaan yhté-
16stéa det(C'(ny) - )\I) =0
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Ominaisvektorit saadaan yhtalosta (C'(Xy) — A ) (Z) = (8)
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Lineaarisen muunnoksen matriisi
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Uudet korreloimattomat muuttujat
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Nyt: Cvy = ACx y)AT = ( ) eli Cov(U,V) = 0. Lisiksi 0% + 0% =5 = o3 + 0%

5. (n) Satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot ovat ux = 2 ja py = —1 sekd varianssit 0% = 1
ja 0% = 16. Korrelaatiokerroin on pxy = i. Muodostetaan uudet muuttujat U = X + 2Y ja
V =2X - Y. Maaraa

a) E(U) ja E(V)
b) DQ(U)v D2(V)7 COV(U’ V) ja Puv
¢) E(U?), E(V?) ja E(UV).

Ratkaisu

a)

()= (2 2) () = )

b) Kovarianssi Cov(X,Y) = oxoyp(X,Y)=1-4-1 =1, joten

11
Coew) = (1 16)'

Joten
69 27
Clov) = ACxn A" = <_27 16 ) ’
eli D*(U) =69, D*(V) =16, Covyy = —27 sekd pyy = ?ﬁ ~ —0.8126.

¢) Koska Var(U) = E(U?) — (E(U))?, niin E(U?) = Var(U) + (E(U))* = 69+ 0 = 69.
Vastaavasti E(V?) =16+ 5% =41. E(UV) = Cov(U,V)+ E(U) - E(V) = —2T7.
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6. (n) Kirjoita Matlabin komentorivillda load fisheriris. Tamaé lataa ty0omuistin muuttujaan meas
kolmen eri iirislajin, Iris setosan, Iris virginican ja Iris versicolorin verho- ja terdlehtien levey-
den ja pituuden mittausdataa neljassa sarakkeessa. Kunkin rivin lajitieto 10ytyy muuttujasta
species. Madrdd (otos)kovarianssimatriisi ja tutki, onko tulos ”laillinen” kovarianssimatriisi,
ts. onko matriisi symmetrinen ja positiivisesti semidefiniitti. Méaréa lineaarisella muunnoksel-
la uudet muuttujat, jotka ovat korreloimattomat. Laske alkuperdisten ja uusien muuttujien
yhteenlasketut varianssit. Mitké kaksi uusista muuttujista kuvaavat parhaiten mittaustulosten
vaihtelun? Piirrad ndiden muuttujien hajontakuvio kaksiulotteiseen koordinaatistoon, eri lajit eri
véarein. Voitko erottaa eri lajit toisistaan suoralla viivalla?

Komentoja: cov, mean, eig, trace, gscatter. Lisitietoa komennolla help cov jne.

Ratkaisu

>> load fisheriris
>> X=meas,;

>> Cx=cov(X)

>> diag(Cx)

ans =
0.6857
0.1900
3.1163
0.5810

>> [Q,D]=eig(Cx);
>> A=Q’;

>> Y=XxA’;

>> Cy=AxCxx*A’;

>> diag(Cy)

ans =
0.0238
0.0782
0.2427
4.2282

>> trace(Cx)

ans =
4.5730

>> trace(Cy)

ans =
4.5730

>> gscatter(Y(:,4),Y(:,3),species)



Olkoon mittaushavainnot satunnaismuuttujat [ X, X,, X3, X4|. Yhden kasvin mittaukset muo-
dostavat havaintomatriisin X rivin.

Otoskovarianssimatriisi C'xy saadaan Matlabin komennolla cov. Sen diagonaalilla on mittaustu-
losten varianssit, yhteensd 4.5730 (saadaan komennolla trace). Selvésti kyseessd on symmetri-
nen matriisi, ja koska ominaisarvot ovat positiiviset, se on positiivisesti definiitti.

Kysytty lineaarinen muunnos saadaan diagonalisoimalla kovarianssimatriisi, eli muodostamalla
hajotelma Cx = QDQT, missi Q on ortogonaalinen (yksikkdominaisvektorit sarakkeina) ja D
diagonaalinen (ominaisarvot diagonaalilla). Ominaisvektorit @ = [¢1 ¢2 ¢3 4] ja ominaisarvot
D lasketaan komennolla eig, ja muunnoksen matriisi A on @:n transpoosi. Jokainen X:n rivi
saadaan nyt muunnettua kaavalla Y = X AT = X Q. Uusien muuttujien Y = [Y; Y5 Y3 Y]
kovarianssimatriisi on talldin Cy = ACx AT = QTCxQ = D (tai komennolla cov).

Kun @ on ortogonaalinen, muuttujien varianssien summa pysyy samana. Suurin varianssi on
muuttujilla Y3 ja Yi: of, + 0y, = 4.4709; ne siis selittéviit vaihtelusta suurimman osan. Ha-
jontakuvaa tutkimalla Iris setosan havainnot erottuuvatkin omaksi ryhmaékseen, sen sijaan Iris
versicolorin ja Iris virginican ei saada selvaé eroa.
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