Signaalianalyysi, 2.vk 8.2.2014, lyhennetyt ratkaisut
1. (a) Uy = 1—1le, missd 7 = (7Zx_1)mod 11 = Uy = 1—11{1, 7,5,2,3,10,4,6,9,8,1,...}.

(b) i. Puuttuvat todennikdisyydet saadaan Y:n reunajakauman P(Y = y;) avulla

PX=-1NY =2)=P(Y=2)—P(X=0NY=2)—P(X=1NY =2)
= 1/5—2/25 —2/25
=1/25
PX=0NY =4)=P(Y =4 —P(X=-1NY =4)—P(X=1NY =4)
—=2/5—5/25—1/25
= 4/25.

Y':n reunajakaumalla pétee ), P(Y = y;) = 1 joten on oltava
PY=6)=1-PY=2)—-PY=4)=1-1/5-2/5=2/5.
Téstéa edelleen seuraa, etta

P(X=1NY=6)=P(Y=6—P(X=-1NY =6)—P(X=0NY =6)
= 2/5—4/25 — 4/25
—2/25.

(Luku P(X =1NY = 6) olisi saatu myos siité tiedosta, ettd kaikkien taulukon
todennékoisyyksien summan on oltava 1.)

X Y19 4 6
—1 1/25 5/25 4/25
Valmis taulukko: 0 2/25 4/25 4/25
1 2/25 1/25 2/25
PY =y) [1/5 2/5 2/5

ii. Ehdollinen todennékéisyys

P(X=1NnY =2) 2/25
P(Y =2) - 1/5

P(X =1y =2) = — 2/5.

ili. X ja Y eivit ole tilastollisesti riippumattomat (P(X =z, NY =y;) = P(X =
z;)P(Y =y;), Vi,j), koska esimerkiksi

P(X=-1NY =2)=1/25+#P(X = -1)P(Y =2) = 1/5-2/5.

2. Ominaisarvot A yht&lostd det(Crx,yy — Al) =0

21— 08| _ o 5 =3
' 0.8 0_9_)\’—(2.1—)\)(0.9—)\)—0.64—)\ —3)\+Z—0 = {)\2 %
Ominaisvektorit

5 —04 —0.8\ (a 0 : a 2
A= (—0.8 —1.6) (b) N (0) 7 o= 7 velitaan (b) <—1)
1 1.6 —0.8\ (a 0 : a 1
A= (-08 0-4) (b) a <0) = b= 20, valitaan (b) a <2) '
(U X 2 —1\ (X 2X - Y
Uudet muuttujat (V) =A (Y) = (1 9 ) (Y) = <X+2Y) :

Uusien muuttujien kovarianssimatriisi C(yy) = AC(x v AT = (12'5 0 ) .

0 25



E[X(t)] = E[W(t) + 2 cos(wt + O)] = E[W(¢)] —i—fO 2 cos(wt + 0)5=df = 0.
t+

t 7) = E[(W(t) + 2 cos(wt + ©)) (W (t + T) + 2 cos(wt + wT + O))]

[W(t) (t4+7)4+2W (t+7) cos(wt+0O)+2W (t) cos(wt+wT+O) +4 cos(wt+O) cos(wt+
]

= RW(T) + 2E[W (t + 7)|E[cos(wt + O)] + 2E[W (t)| E[cos(wt + wT + ©)] + E[2 cos(wT) +
cos(2wt + wt + 20)]

= Ry (1) + 2cos(wt) + 2 fo% cos(2wt + wT + 260)5-db

= Ry (1) + 2 cos(wT)

= F1Sw(f)] + 2 cos(wT)

= 0(7) + 2 cos(wT).

X (t) on stationaarinen, koska sekd E[X (t)] ettd Rx(t,t+ 7) ovat ajasta ¢ riippumattomia.
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@

(a) (i) ei voi olla tehotiheysspektri, koska se ei ole parillinen.
(iii) ei voi olla tehotiheysspektri, koska se saa negatiivisia arvoja.
(b) Kaava J23, kun heriite on valk. kohinaa varianssina 0%;: Ryy(7) = 0%0(7) * h(T)
= h(7) = &Ry (7), missi Ryy(7) on herétteen ja vasteen vilille mitattu ristikor-
N
relaatio.

N(t) hety | YO corre-

Ruv ()

(c) Ristitehotiheysspektri (kaava J24) Sxy (f) = H(f)Sx(f).

ISxy (NI _ |H(f)Sx (S)I? -1
Sx(f)Sy(f) — Sx(HIH(IPSx(f) —

Koherenssifunktio pgfy( f)=

. X (t):n tehotiheys on Z(t):n ja N(¢):n tehotiheyksien summa, koska ne ovat riippumattomia
ja vahintddn toinen niistd on nollakeskiarvoinen. Sijoitetaan Sz(f) ja Sy(f) kaavaan J35
ja spektraalifaktoroidaan

9 N _25+47T2f2_5+j27rf5—j27rf
16 +4n2f2 16 +4mw2f2 A+ j2nf4 — 520 f

Sx(f) = Sz(N)+5n(f) = = G(NG(]).

Valkaisusuodattimen siirtofunktio saadaan kaavasta J35

1 4+j52nf
W) = G(f) 5+g2nf

Estimointisuodattimen siirtofunktio Hs(f) on kausaalinen osa kaavan J37 ristitehotihey-

)
destii Sy (f) = 5% f ()f ) Koska Z(t) ] Ja N(t) ovat riippumattomia ja vahintdén toinen niista

on nollakeskiarvoinen, on Sxz(f) = Sz(f), joten

S (f):SZ(f): 9/(16+47T2f2) _ 9 _ 1 N 1
i G(f) G-g2rhHj/d—j2rf)  (A+j2nf)5—j2nf) 4+j2nf 5—j2rf

(viimeinen lauseke on saatu osamurtokehitelmélld)
Estimointisuodattimen siirtofunktio Hy(f) on kausaalinen osa edellisesta

1
4+ j2nf
Optimaalisen suodattimen siirtofunktio saadaan kaavasta J38
4+ j2nf 1 1
54 j2nf 4+ j2nf 5+j27rf'

H2<f) =

H(f) =W(f)Ha(f) =
Optimaalisen suodattimen impulssivaste

h(t) = FHH(S)] = e~ u(t).



