Sahkomagnetismi 1, kevat 2019

Laskuharjoitus 3, ratkaisut
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2.

Tassa tehtdvassa kasitelladn sahkovirtojen perusteoriaa. Anita Aikion luentomateriaalissa on
naista asioista esitetty seuraavaa:

Oletetaan, etta varauksenkuljettajien lukumaara tilavuusyksikossa eli
tiheys on n (yksikké 1/m®) ja oletetaan, etta kaikki hiukkaset liikkuvat
nopeudella v4 johtimen suunnassa. Johtimen osassa, jonka pituus on
dl ja poikkipinta-ala A, on kokonaisvaraus dQ = n(Adl)q, kun g
on yhden varauksenkuljettajan varaus. Tama varaus liikkkuu johtimen
poikkipinnan lapi ajassa dt = dl/v,, joten sahkévirta on

dQ
I=——=1 vaA |. 25.2
2 n|q|va (25.2)

missa varauksesta on otettu itseisarvo, koska I on aina maaritelty po-
sitiivisten varauksenkuljettajien suunnaksi. Jos elektronit ovat varauk-
senkuljettajia, kaava tulee muotoon

I = neviA .

Sahkovirta poikkipinta-alaa kohti eli virtatiheys (current density) on

J_—_ (I
— = nqgv
l d

miss3 yksikké on 1 A/m?. Yleisesti virtatiheys on vektorisuure, jollon

—

J =ngg | (25.4)

a) Seka kuparijohtimessa etta hehkulampussa kulkee sama virta. Kun johtavan kappaleen
poikkipinnan lapi kulkee virta / se tarkoittaa, ettd kyseisen poikkipinnan lapi kulkeva varaus

: e dQ s . o .
aikayksikossa on I = et Tassa vakiovirran tapauksessa voidaan kirjoittaa

A
I = A—f. Laskemme nyt poikkipinnan lapi 1 sekunnin aikana kulkevan varauksen. Se on

AQ =IAt =4,00A-15s=4,004s =4,00C

Tieddmme, etta elektronin varaus on e= 1,6022 - 10-1° C. Tuossa sekunnin aikana
poikkipinnan lapi menneessa varauksessa A Q on elektroneja



A
N, = 70 =2,50-10 kpl

b) Virtatiheys on virta jaettuna johtimen poikkipinta-alalla:

S = 5,66+ 10> A/m?
A ; [g]z o [0,0030 m]z -
2 -2

c) Virralle patee myds yhtdlé I = nqv,A, missa non varauksenkuljettajien lukumaara
tilavuusyksikossa, g varauksenkuljettajien varaus, vda on varauksenkuljettajien
(keskimadrdinen) nopeus (joskus titd sanotaan ajautumisnopeudeksi) ja 4 on johtimen
poikkipinta-ala.
I 4,00 A s
vd=nqA= 00030m2=4,16-10 m/s
8,5-10%8 m~3-1,6022 - 10719 C- 7t [=——"]

d) Jos kayttdisimme johdinta, jonka ldpimitta on kaksinkertainen, mita tapahtuisi
i) niiden elektronien lukumaarialle, jotka kulkisivat hehkulampun lapi sekunnissa?
Ei mitddn, koska 7 = dQ/dt pysyisi samana.
ii) virtatiheydelle?
Virtatiheys pienenisi, koska poikkipinta-ala olisi suurempi ja virta pysyisi samana.
iii) elektronien nopeudelle?

Nopeus pienenisi, koska elektroneja olisi tilavuusyksikdssa sama maara, mutta
poikkipinta-alaa olisi enemmaén. Pienemmallad nopeudella saavutettaisiin sama virta,
silla poikkipinta-alan ldpi olisi kulkemassa enemmén elektroneja.
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Lainataan taas Anita Aikion luentomateriaalia:

Siten jannitelahteen napojen a ja b vilinen jannite, napajannite (ter-

minal voltage) Vap on

Vo =€ —rl (25.15)

ja napajannite Vi, on sama kuin lahdejannite € vain kun jannitelahteen

lapi ei kulje virtaa.

Aluksi kytkin Son avoinna, jolloin piirissa ei kulje virtaa eikd myoskaan jannitelahteen lapi
kulje virtaa. Jannitemittari ndyttaa pariston napajannitteeksi lukemaa 8,92 V. Ylla olevan
mukaan tallaisessa tapauksessa ldhdejannite = napajannite eli £ = Vap = 8,92V

Seuraavaksi suljetaan kytkin S. Nyt jannitemittari nayttda napajannitteeksi lukemaa
Vab = 8,02 V. Virtamittari nayttad lukemaa /= 1,65 A. Ylla olevan yhtdlon mukaan:

Vap = € — Ir, missa Vab on napajannite, € lahdejannite, / virta ja r pariston sisdinen
resistanssi.

_e Ve 892V 802V _ o ciss 0= 05450
T T 1654 -0

Koko virtapiirissa jannitehaviot tulevat sisdisesta resistanssista r ja piirissa olevasta
resistanssista R:

Rl opo STIT_B92V-1654 05454550
= N = = =
€ r I 1654 ’




1.6 0 16.0V
b

500 9.0 0

1.4 02 3.0V

Kuva 25,37

Sovelletaan tdssa tehtavassa Kirchhoffin silmukkasaantoa:
Kirchhoffin 2. sdantd, silmukkasaanto (loop rule)

Virtapiirin minka tahansa suljetun silmukan jannitteiden sum-
ma on nolla eli

YVi=0 |. (26.6)

16Q 16OV

500
14Q 80V

Laitetaan virta / kulkemaan myo6tapaivaan. Ei haittaa, vaikka arvaa vaarin virran suunnan.
Lopullisen tuloksen etumerkki paljastaa, kumpaan suuntaan virta oikeasti kulkee.

Piirretdaan Kirchhoffin silmukka myoétapaivaan. (Ei ole mitadn merkitystd, kumman suunnan
valitsee.) Kaytetaan hyvaksi Kirchhoffin silmukkasaantoa ja kirjoitetaan kaikki jannitteet
yhtdloksi XV; = 0 kdyttden seuraavia merkkisadntoja:

e kun menndan janniteldhteen yli plussasta miinukseen pain (pitkasta viivasta lyhyeen),

etumerkki on negatiivinen

e kun mennaan virtalahteen yli miinuksesta plussaan péin, etumerkki on positiivinen

e kun mennaan vastuksen yli virran suuntaan, etumerkki on negatiivinen

¢ kun menndaan vastuksen yli virtaa vastaan, etumerkki on positiivinen
Lahdetdan 16,0 voltin janniteldhteesta ja kdydaan lapi kaikki komponentit:

—16,0 V— (9,0 2)7/+8,0 V— (1,4 Q) /— (5,0 Q) /— (1,6 Q) /=0



B —16,0V +80V
T 500+900+1,40+1,60

-1

= —0,4705882354 A

Virran etumerkki on negatiivinen, joten alkuperdinen arvaus virran suunnaksi on vaarin. Virta
kulkee piirissa siis vastapaivaan.

a) Seuraavaksi lasketaan kysytyt tehot. Anita Aikion luentomateriaalissa kerrotaan tehosta
seuraavaa:

Tehty tyo edustaa sahkokentan antamaa energiaa varauksille. Kun tyo
jaetaan siihen kuluneella ajalla, saadaan sahkoteho (electric power)

¥

dW

P=—
dt

= Vol |. (25.17)

Teho on positiivinen, kun piirin osa vastaanottaa (kuluttaa) sahkoista
energiaa. Tehon yksikko on 1 J/s= 1 VA= 1W, watti.

Voimme laskea jannitehdviot vastuksissa yhtaloélla V= R/ tai yhdistaa tehon ja jannitehavion
yhtalot seuraavasti:

=Vl | p_pp L P(500)=500-(04705882354 A)* = 1,1 W
V =RI P(9,02) = 9,0 2-(0,4705882354 A)? = 2,0 W

b) Tassa kohdassa lasketaan janniteldhteiden tuottamaa tai kuluttamaa tehoa.

JANNITELAHDE

Jannitelahde, jonka lahdejannite on £, sy6ttaa positiivisen tehon =1
piiriin, kun virta I kulkee janniteldhteessa — navasta + napaan. Vir-
ran kulkiessa painvastaiseen suuntaan jannitelahde ottaa tehoa piirista
(esim. paristoa ladattaessa).

Sahkoisessa piirissa jannitelahteen tuottaman kokonaistehon on oltava
yhta suuri kuin piirin kuluttama kokonaisteho.

16 V:n paristo tuottaa piirissa kulkevan virran eli tuottaa tehoa yhtialéon P= &/ mukaisesti.
Paristo myos kuluttaa tehoa sisdisen vastuksen takia. Pariston nettoteho on



P(16V)=el—7rI*=1602- 0,4705882354 A— 1,6 2 - (0,4705882354 A)* =7,2 W

c) 8,0 V:n paristo ottaa tehoa piirista yhtdlon P= &/ mukaisesti, koska se on kytketty "vaarin
pain”. Paristo kuluttaa tehoa myos sisaisen vastuksensa takia. Pariston kuluttama
kokonaisteho on

P(8,0V)=¢l+ rI> =8,00-0,4705882354 A+ 1,40-(0,4705882354 A)*> = 4,1 W

d) Piirin kuluttama teho on perdisin 16 V:n paristosta. Todistetaan se:

P(16V)—P@BV)—P(BN)—PON)=72W—-41W-11W-21W =0

Jos lukuja ei olisi pyoristetty, tulos olisi tarkasti nolla.



6.

Anita Aikion materiaalissa kerrotaan vastuksista ja resistansseista seuraavaa:

Johtimessa sahkokentta on vakio ja E' = V /L, missa V' on johtimen
paiden vililla oleva jannite-ero ja L on johtimen pituus. Virtatiheys
J = I/A, missa I on virta ja A johtimen poikkipinta-ala. Kaavan
(25.5) avulla saadaan

| %4 I pL
E=pJ& —=p—&V=—1I. 25.8
p I =P 1 (25.8)

Maaritellaan resistanssi (resistance) R

A

R . (25.10)

missa resistanssin yksikkd on 1 V/A=1 (), ohmi. Jos p on vakio tie-
tyssa lampatilassa, ts. aine on ohminen, myos R on vakio.

LAg LCu

I

Kyseessa on kaksi sarjaan kytkettya vastusta, joiden yhteinen resistanssi on

Ly Lc
R = RAg + Rey = pAg%'l'pCu%
sl [3]
1,20 m 0,80m

=1,47-10780m +1,72-10780m

0,6 - 10~3 m]* 0,6-10-3 m]?
T 2 T 2

=6,23887-1072 02 + 4,8666-1072 0 =0,1111 02
a) ja b) Lasketaan systeemin lapi kulkeva virta:

V=RI->I 4 >0V 45 A
= e d _ =
R 011110



Tama sama virta kulkee seka hopea- ettd kuparilangassa.

c) Lasketaan potentiaaliero kuparilangan pdissa. Tasta saadaan (vakio)sahkokentta
kuparilangassa:

Vey = Ryl =4,8666-10720-454A= 2190V - E v _2190V
— — . . — - = — =
cu e ’ ’ Ley 0,80 m

=2,74V/m

Yhtdlo E = LL voidaan johtaa toisesta yhtalosta, joka l1oytyy Anita Aikion luentomateriaalista
Cu

sivulta 34:

IAV| = Ed .
d) Lasketaan potentiaaliero hopealangan pdissa. Tasta saadaan (vakio)sdhkokentta

hopealangassa:

|4 Ry, =6,23887-10720-45A4 = 2,8075V - E v —2'8075 Y 2,34V
= = . . = - = = =
Ag Ag ) ’ LAg 120 m ’ /m

e) Edellisessa kohdassa laskettiin, etta

Vag = Rygl = 6,23887 - 10720-45A= 2,81V



A I+
L'“ :I
35.00 £=7
Kuva 26.4)

Anita Aikion luentomateriaalissa kerrotaan vastusten sarjaan- ja rinnankytkennasta
seuraavaa:

SARJAANKYTKENTA

Kun vastukset ovat sarjassa (in se- I 2
ries), niissa kaikissa kulkee sama — > R R[>
virta I. Nyt vastuksissa R ja R,
tapahtuvat jannitehaviot

Vi=RiI jaVa=Ral. V)

N kappaleelle sarjaankytkettyja vastuksia

Ry =Ry +Ry+ ..+ Ry |. (26.1)

Taten sarjaankytkennan resistanssi on aina suurempi kuin yhdenkaan
yksittdisen vastuksen resistanssi.

RINNANKYTKENTA

vV
Kun vastukset ovat rinnan (in pa- MR |
rallel), niiden kaikien yli vaikuttaa 11, I
sama jannite V. Nyt vastuksissa I v *
R, ja Rs kulkevat virrat "I R

vV | %4

I1 = — j(l I2 = —.
R R (v)
1 : ®



N kappaleelle rinnankytkettyja vastuksia

1 1 1 1

e 26.2
R, Ri Ra ' Rn =)

Rinnankytkennan resistanssi on aina pienempi kuin yhdenkaan yk-
sittdisen vastuksen resistanssi.
25.0 Q)

|15.0 QO |
MW
45.0 Q |15.0Q %10.0 Q

mww—i

3500 £€=7?

Kaytetdadn tassakin tehtdvassa hyvaksi jo edelld esitetettya Kirchhoffin silmukkasaantoa ja
kirjoitetaan kaikki jannitteet yhtaloksi X'V; = 0 kdyttden seuraavia merkkisdantoja:
e kun mennaan janniteldhteen yli plussasta miinukseen pain (pitkasta viivasta lyhyeen),
etumerkki on negatiivinen
¢ kun menndan virtaldhteen yli miinuksesta plussaan pain, etumerkki on positiivinen
¢ kun menndan vastuksen yli virran suuntaan, etumerkki on negatiivinen
¢ kun menndaan vastuksen yli virtaa vastaan, etumerkki on positiivinen

a) 25,0 Q:n vastus ja ylempi 15,0 Q:n vastus ovat rinnankytkettyja. Niiden paiden valilla on
siis sama potentiaaliero. Merkitaan potentiaalieroa Vap :11a.

Vap = Ips - 2500 = I+ 15,00

Alempi 15,0 Q:n vastus ja 10,0 (:n vastus ovat sarjaan kytkettyja. Niiden lapi kulkee siis sama
virta. Merkitaan sita /is,10:114. Potentiaaliero naiden kahden vastuksen muodostaman
systeemin pdiden valilla on Vab, koska tdma systeemi on kytketty rinnan ylemman 5,0 (:n
vastuksen ja 25,0 Q:n vastuksen kanssa.

Tiedetdan, ettd ks = 1,25 A. Taman tiedon avulla saadaan laskettua potentiaaliero Vab:
Vap = 1,5+ 2500 = 1,25A-25,002 =31,25V
Nyt saadaan laskettua virrat /s ja As,10:

Vap _ 3125V

_ Vab 3125V
s = =
1500 1500

15002 +1002 1500 +10 0

=2,0833334 ja Lisq0 = = 1254



45,0 Q:n vastus on sarjassa edella kasitellyn neljan vastuksen (25 Q, 15, 15 Qja 10 Q)
muodostaman systeemin kanssa. 45,0 (2:n vastuksen lapi kulkee virta, joka on virtojen £s, /s
ja As,10 summa:

Iys = s+ Iis + 11510 =1,25A + 2,0833333A + 1,25A = 4.583333 A

Lopulta saadaan potentiaaliero 45,0 (2:n vastuksen yli:

Vys = Lis - 45,0 2 = 4,5833333 A-45,00 = 206,25V = 206V

b) Kaytetadn Kirchhoffin silmukkasdantoa ja lasketaan lahdejannite €. Kierretddn
vastapdivdan, mika on myo6s virran suunta.

€= Vg —Vis—Vas =0 > e= Vg + Vys + Vs = 31,25V + 206,26 V + 160,4167 V = 398V

Tassa on kaytetty sita tietoa, ettd 45,0 Q:n ja 35,0 Q:n vastukset ovat sdrjassa, jolloin niillda on
sama virta /s, joten V35 = s+ 35,0 0 = 4,5833333 A-35,02=160,4167V



12.0 Q) |
—AMA <
I3 - ‘5_-1—".:'

+ 48.0 @“

2 () 15.0

()
{2
1:=1,50 A it K 7654
Saka e uva 26.5

75.0 V]

Kaytetddn edelleen edelld esitettyja Kirchhoffin sddnt6ja merkkisadntdineen. Kirchhoffin
haarapistesdaannosta saadaan:

11 + 12 = 13
Silmukka 1: Kuljetaan myo6tapadivaan.
750V —12,00(1;) —48,00(; +1,) =0

- 750V —-12,002-1504 —48,002-150A—-4800-1,=0

-, = (750V —-12,00-150A4 —48,002-1,504) = —-0,3125 A4

48,0 2

Silmukka 2: Kuljetaan vastapdivaan.

e—48,00(; +1,) — 15002(,) =0

- £—48,002(1,50A4-0,3125A4) — 15,002(—0,31254) =0
- =523V

Lahdejannite on piirretty kuvaan oikein, koska vastaus on positiivinen.



