Numeeriset menetelmit, preppaustehtiavia
1. Maarasa matriisin
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LU-hajotelma. Ratkaise LU-hajotelman avulla yhtdloryhma Az = b, missd
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ratkaisun approksimaatio () lihtien alkuarvauksesta z(9) = [0,0,0]%.
3. Ratkaise Newtonin iteraatiolla yhtéloryhmén
2442 —4=0
da? +y? —4=0
ratkaisun approksimaatio lihtien alkuarvauksesta [xo,vo]?7 = [1,1]7. Laske kaksi iteraatiota.

4. Ratkaise Gauss-Seidelin menetelmilld lineaarinen yhtaloryhma

-9 1 2 X1 3
1 -3 1 zo | = | -1
1 1 -5 T3 2

Suorita kolme iteraatiokierrosta kiyttien alkuarvausta z(*) = [0 0 0]
5. Ratkaise Newtonin menetelmélld yhtélon xlnax — 1 = 0 positiivinen juuri kuuden desimaalin tarkkuudella.

6. Ratkaise orthomin(1)-menetelmilld yht#lo

3 -1 1\ _ (4
-1 3 ze)  \—=4)"°
7. Laske matriisin
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singulaariarvohajotelma.
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Kartaustaatavaan vastauasaa
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Numeeriset menetelmat 2015

Kertaustehtavii, interpolointi

1. a) Maiédraa Lagrangen interpolaatiopolynomi datalle

xx | -3 -1 0
fa@) | -9 5 3

b) Laske a)-kohdan ongelmaa vastaava interpolaatiopolynomi Vandermonden matriisin
avulla.

2. Ratkaise interpolaatio-ongelma, kun interpolaatiopisteet ja vastaavat funktion arvot ovat
annettuna seuraavassa taulukossa:

T ‘ 1
flze) |1

3. Osoita, ettd funktion f(x) n:nnen asteen interpolaatiopolynomi P,(z) = f(x), jos f(x) on
korkeintaan astetta n oleva polynomi.

4. Hae funktiolle f(z) = x — 2sin("f) interpolaatiopolynomi, kun interpolaatiopisteiné ovat
x = —1,0,2,3. Interpoloi polynomin avulla lukua f(1.7) ja arvioi virhe.



Kertaustehtivid, numeerinen integrointi

1. Integroi funktio f(z) =1 — e~ valilla [0, 1] kiyttden yhdistettyd puolisuunnikassaantoa,
kun h = 0.5.

sin(x)

2. a) Laske integraalin fol
lien lukumé&aré on 6.

dx likiarvo yhdistetylld puolisuunnikassaénnolla, kun osava-

b) Laske sama tehtévd yhdistetylld Simpsonin sdéannolla.

3. Laske yhdistetylld Simpsonin s&annolla integraalin fol e~ *dx likiarvo neljén desimaalin tark-
kuudella.

4.  Funktion f(x) arvot tietyissé pisteissd on annettu ao. taulukossa

x | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
f(z) | 0.9950 0.9801 0.9553 0.9211 0.8776

Laske integraalin f00_'15 f(z)dz likiarvo yhdistetylld Simpsonin sdanndlla.

5.  Haluamme numeerisen integrointikaavan muotoa

b
/ f(z)dz =~ Ao f(xo),

missd saamme valita vakiot Ag ja xg vapaasti. Valitkaamme ndmé vakiot siten, ettd k.o.
integrointikaava on tarkka polynomeille astetta 7, missd j on mahdollisimman suuri. Miké
on talléin Ay, xo ja j? (Tarkka tarkoittaa, ettd ~ on talloin =.) Vihje: riittdd vaatia, ettd
integrointikaava on tarkka funktioilla 1, =, 2, 23, ...)



Kertaustehtavia, differentiaaliyhtalosysteemit

1. Matriisin A ominaisarvot ovat —2,1 ja 2. Niitd vastaavat ominaisvektorit ovat (—1,0,1),
(—1,4,0) ja (1,2,1). Masrad A ja laske e,

2. Olkoon matriisi

1 -1 1
A=10 1 0
0 -1 2

Laske matriisi e,

3. Kahden symbioosissa elavin populaation S; ja Sy yksiloiden lukumaédrat xi(t) ja xa(t)
toteuttavat differentiaaliyhtaléryhmén

{m&(t) = — Lo (t) + Lao(t)
)

Laske populaatioiden koot hetkelld ¢, kun z1(0) = 100 ja z2(0) = 400. Kdyt4 ratkaisukaavaa

a(t) = e™'z(0),

4. Ratkaise differentiaaliyhtaloryhma
2y (t) = —2x1(t) + z2(t)

1
zh(t) = x1(t) — 222(t) + x3(¢)
3

xh(t) = xa(t) — 2x3(t)
alkuehdoilla x1(0) = 2, 22(0) =0, z3(0) = 2.

5. Ratkaise alkuarvotehtava x”(t) + 2/(t) — 2z(t) = 0, z(0) = 1, 2/(0) = 0 palauttamalla se 1.
kertaluvun differentiaaliyhtaloryhmaéksi.



Kertaustehtavii, alkuarvotehtavat 1

1. Laske Eulerin menetelmélla alkuarvotehtavan

2'(t) ==x(t) — 1, z(0) = %

ratkaisun approksimaatio pisteessa t = % askelpituuksilla A = 0.25,0.1.

2. a)

)

Heunin menetelmén taulukkoesitys on

00 O
111 0
11
2 2
Esitd menetelmd muodossa xj4+1 = x; + ... ja laske menetelmén stabiilisuusfunktio

R(hA).

Ratkaise Heunin menetelmalld alkuarvotehtava

valilla [0, 0.6] kdyttéen askelpituutta h = 0.2. Miké on approksimaation virhe pisteessé
t=0.67

Laske a)-kohdan tehtdvd Runge2-menetelmélla.

3. Ratkaise Runge2-menetelmalla 1. kertaluvun differentiaaliyhtélosysteemin

1) = 2z1(t) + 2z2(t), 21(0) = -1
xy(t) = 3ai(t) +2(t), 2(0) =4

numeerinen approksimaatio vélilla [0, 2] askelpituudella h = 0.5.

Ratkaise toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlén alkuarvotehtévin

2" (t) — 22/ (t) + 2z(t) = sin(t), z(0) =0, 2/(0) =0

approksimaatio vélilla [0, 1] klassisella Runge-Kutta-menetelmélld kiyttden askelpituutta
h =10.5.



Kertaustehtavii, alkuarvotehtavat 2

1.

Laske keskipistesaannolla alkuarvotehtavan

() ==z(t) -1, x(0) =

=~ =

ratkaisun approksimaatio pisteessa t = % askelpituudella h = 0.1. Kayta alustuksessa apuna

Eulerin menetelmaé.

Ratkaise Adams-Bashforthin 2. kertaluvun menetelmalld alkuarvotehtava

valilla [0, 0.6] kiyttéden askelpituutta h = 0.2. Alusta tehtdvd Heunin menetelmalla.

Ratkaise keskipistesdénnolld 1. kertaluvun differentiaaliyhtélosysteemin

() = 2x1(t) 4 222(t), 21(0) = —1
xh(t) = 3xi(t) +x2(t), 22(0) =4

numeerinen approksimaatio vélilla [0, 2] askelpituudella h = 0.5. Kéyté alustuksessa apuna
Runge2-menetelméa.

Kun k£ = 2, BDF-menetelmé on muotoa
Q2Tjt2 + 1Xj41 + QT = hfj+2.
Etsi kertoimet as ja aq ja agp, kun tiedat ettd menetelmén kertaluku on kaksi.

Osoita, ettd Adams-Bashforthin 2. kertaluvun menetelmé on todellakin kertalukua 2. Tutki
onko menetelmé stabiili.



Numeeriset menetelmat 2015

Kertaustehtavien vastauksia,
interpolointi

1. a) p(z)=-322-5z+3
b) ks. a)-kohta

2. plz)=1i+ 32+ iz
4. p(z) = 0.09762 + 0.04042> — 0.4714x

Numeerinen integrointi

1. I=0.2686

2. a) I=0.9454
b) I =0.9461

3. I=0.6321

4. I=0.3796

5 Ap=b—a, xo=3%(b+a),j=1

Differentiaaliyhtalosysteemit

1 -1 11 3.5534 0.2088 3.4181
1 A:% 4 6 4 |,er=[3.7366 3.6524 3.7366
8 2 =2 2.9015 0.7254 3.0368
el el — 2t o2t _ ot
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4. \@e (—24+V2)t _ \fe —2—/2)t
e(=2HV2)t | o (—2-V2)t
5. z(t) = Le=2t
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Alkuarvotehtavit 1
1. h=0.25: 2(0.5) ~ —0.171875, h = 0.1 : z(0.5) ~ —0.2078825
2. a) R(h\) =1+ hX+ 3(h)\)?

b) 2(0.6) ~ 0.3429176

¢) 2(0.6) ~ 0.3379328

5 (T1(2)) L (6246948
" \w2(2)) 7 \625.4578
4. 2(0.5) ~ 0.0258, x(1) ~ 0.2540

Alkuarvotehtavat 2
1. 2(0.5) ~ —0.23132
2. 2(0.6) ~ 0.340586
5 (m1(2)> - (376.75)
22(2) 377.375
1

3 —
4. =35 a1=-2 =3



