MATRIISTALGEBRA

Loppukoe 23.3.2023 VALIVAIHEET JA PERUSTELUT NAKYVIIN, KITTOS!
1. a) Olkoot

5 8 —1
A—(Z b ;),B— 73 -2
€ 2 4 -3

matriiseja, missi a, b, ¢, d, e ja f ovat reaalilukuja.
Tarkastellaan laskutoimituksia AB, BA ja BTAT. Masras kunkin laskutoimituksen tulos,
jos kyseinen laskutoimitus on mééritelty. Jos jokin laskutoimituksista ei ole méaéaritelty, niin
perustele miksi ei. (3p)
b) Matriisi D = diag(1,2,3,...,2000). Matriisissa C' on kolme nollasta eridvad lukua: 1. rivin 2.
sarakkeen alkio on 5, 500. rivin 499. sarakkeen alkio on —8 ja 500. rivin 501. sarakkeen alkio
on 3. Muut matriisin C' alkiot ovat nollia. Matriisien summa C + D on mééaritelty. Olkoon
vektori @ = (2,22,23,...,22009T Vektori on myds matriisi. Tarkastellaan matriisia (C' + D)a.
b1) Montako rivid ja montako saraketta matriisissa (C' + D)d on?
b2) M&&ras matriisin (C' + D)a 1. rivin 1. sarakkeen alkio.
b3) Méaras matriisin (C + D)d 500. rivin 1. sarakkeen alkio.
Ratk. a)
AB — <5a+7b+20 8a + 3b+ 4c —a—2b—3c)
dd+T7e+2f 8d+3e+4f —-d—2e—-3f)"
BA ei ole mééritelty. Matriisin B rivilld eri m#ara alkioita kuin matriisin A sarakkeella.
BTAT — (AB)T (5a+7b—|—20 8a + 3b+ 4c —a—2b—30>T
5d+T7e+2f 8d+3e+4f —d—2e—3f
5a+7b+2c bd+Te+2f
= 8a+3b+4c 8d+3e+4f
—a—2b—3c —d—2e—3f
b1) Matriisissa (C' 4+ D)d on yhtd monta rivid kuin matriisissa D ja yhtd monta saraketta kuin
pystyvektorissa a. Siis 2000 rivii ja 1 sarake.
b2) Matriisin (C+D) 1. rivion (1,5,0,0,...,0) ja vektorin @ 1. (ainoa) sarake on (2, 22,23, ..., 22000)T,
Matriisin (C'+D)a 1. rivin 1. sarakkeen alkio on 1:2+5-22+0-23+0-244...0.22000 = 24.5.4 = 22.
b3) Matriisin (C + D)a 500 rivi on (0,0,...,0,—8,500,3,0,...,0), missi —8 on rivin 499. alkio.
Vektorin @ 1. (ainoa) sarake on (2,22,23,..., 2449 2500 9501 " = 92000)T "misss 2449 on 449. rivin
alkio.
Matriisin (C' + D)@ 500. rivin 1. sarakkeen alkio on
0-240-224...4+0-2%8 —8.2419 4 5002500 4 3. 2501 4 (.2502 4 ... 4 (.22000
=—4.2.2%9 1 5002500 + 3.2.2500 = (—4 4 500 + 6)2°00 = 502 - 2500



a) Kuvankésittelyssd kuvia muokataan kiyttdmélla lineaarisia muunnoksia, kuten esimerkiksi ve-

nytysta ja kiertoa. Muodosta muunnoksen (kannalta E = {;, f, E} kannalle F) matriisi, kun
kuvaa aluksi venytetéén k-akselin suunnassa 25 kertaiseksi ja lopuksi kierretdén kulman 7 ver-
ran j-akselin ympéri my6tapéivaan (katsottuna j-akselin positiiviselta puoliakselilta origoon
péin).

b) Maarad matriisin

2 -1 2
A=11 1 -1,
6 0 2

aste, nulliteetti, ydin ja ytimen kanta. Merkitse vastaukseesi tarkasti, miké on ydin ja mika on
ytimen kanta.

0 0
Venytyksen matriisi V = 1 0
0 25
Kierto:
0 0
Ki=K|0]=k=[0
1 1
0 0
Ki=K|1|=j=11
0 0
-1 -1
Kk=K|0]|=—i=[0
0 0
00 -1
Kierron matriisi K = {0 1 O) (1p)
1 0 0
Muunnoksen matriisi:
— 1 0 O 0 0 —-25
K-v={|(0o 1 0}]-{0 1 0]=(0 1 0 (2p)
1 0 0 0 0 25 1 0 0

b) Maaratadn matriisin A aste vaakarivimuunnoksin (aste siilyy vaakarivimuunnoksissa)

2 -1 2 1 1 -1 -2 -6 1 1 -1 1 1 -1
1 1 -1 D ~ 2 -1 2 J+ ~ [0 =3 4 -2 ~ |0 -3 4 | =B
6 0 2 6 0 2 + 0 -6 8 :|+ 0 O 0

Matriisin aste on vapaiden rivien (= vapaiden sarakkeiden lukuméiri). Matriisissa B on kaksi
vapaata rivid. Matriisin A aste = matriisin B aste. Siis A:n aste dim(R(A)) = 2.

Matriisin A nulliteetti on dim(/N(A4)) =3 — dim(R(A)) = 1.

Médratéian ydin N(A) = {Z | AZ = 0} (0 on nollavektori).

Ratkaistaan yhtiloryhmé AZ = 0. Siis



2 -1 2 1 0
4 =2 1 Zo =10
8 —4 1 X3 0
Laajennettu kerroinmatriisi:

2 -1 2 0 . 1 1 -1 0
4 -2 1 0~ kutel}_gdella N s 4 0
8 —4 1 0 0 0 0 0
Yhtéaloryhmaé:
r1 + X9 x3 = 0
3ra + 4x3 = 0
Alemmasta yhtalostd saadaan: zo = %.133. Sijoittamalla ylempéén saadaan z1 = —3x3 + 23 =
1
751’3.
Valitaan x5 = s € R. Télloin x5 = %s jaxy = f%s. Ratkaisut ovat
1 1
39 3
r= %s =3 %
s 1

Matriisin A ytimen muodostavat kaikki vektorit &
N(A) ={Z|Z=s(-%,3.1)T,sc R} = L({(—1,3,1
Ytimen eréis kanta on {(—3%,%,1)7}.

= sT(—é, 3,17, s € R. Siis

}-



1 1
-2 4
matriisi A°%% matriisin A diagonalisoinnin avulla. Jos A ei ole diagonalisoituva, niin perustele
miksi ei ole.

Ratk. det(A — AT) = ’1_; Ll = nE-y 1y =2 s

Ominaisarvoille A on det(A — AI) = 0, eli A2 — 5\ + 6 = 0.

Ominaisarvot: A\ = 2 ja Ay = 3.

Kaksi eri suurta ominaisarvoa ja A on 2 x 2 matriisi, joten A on diagonalisoituva.
Ominaisvektorit:

Olkoon matriisi A = ( ) Onko A diagonalisoituva? Jos A on diagonalisoituva, niin maaria

)\1 =2
1-2 1 1) _ (0O
—2 4-2 ZTo —\0
. - .. . N Ty T 1
Ratkaisu: x9 = x1. Silloin ominaisvektoreille: & = <a: ) =1, > =1 ( )
2 1
Ominaisarvoon A; = 2 liittyvit ominaisvektorit: s G), s #0.
)\2 =3:
1-3 1 X1 o 0
-2 4-3)\zo) \O
Ratkaisu: o = 2. Silloin ominaisvektoreille: ¥ = ($1> (7 ) =x (1)
T2 2(E1

Ominaisarvoon Ay = 3 liittyvat ominaisvektorit: s <2), s #0.
Diagonalisoidaan matriisi A:

. . 1 1
Matriisi T = <1 2)

(11 ] 10 10| 2 -1
(T|I>_(1 2 | 0 1)”"'”(0 1] -1 1)
2 -1
soom—1
Siis T _<_1 1)

Silloin A = TDT ', missd D = <(2) g)

555
2 0 1 1 2555 0 2 -1

555 _ 555 -1 _ -1 _

amerpmrar(5g) =) (B ) (A7)

B 2556 _ 3555 _2555 + 3555
- 2556 —-92. 3555 _2555 +2. 3555 .



a) Maiidraa ylideterminoidun systeemin

T + 2.1‘2 =1
T — 2.232 = 2
201 + 3z = 1
pienimmén nelidsumman ratkaisu. Maaraé jadnnosvektori 7 ja sen normi ||7];.
b) Matriisi A on n X n matriisi, jolla on k reaalista erisuurta ominaisarvoa A1, Ag,...,Ag, ja
Ai > 1, aina kun ¢ = 1,2,3, ..., k. Ominaisarvo A; on matriisin A karakteristisen yhtdlon n;
kertainen juuri aina kun ¢ = 1,2,3,... k, ja lisdksi ny +ns + -+ + ngp = n. Madrdd niiden

tietojen avulla luvun det(A — I) itseisarvo.
Ratk. a) Yhtiloryhmé matriisimuodossa:
1 2 1

1 -2 (“31): 2| eli A7 =10,
2 3 /) \2 1
missa

1 2 1
A=|1 —2 ,f—(ml),b— 2
1

Pienimmin neliosumman ratkaisu miaratiin yhtalosté

AT Az = ATh
1 2\" /1 2 1 2\" »n
eli [1 —2 1 -2 (5“): 1 -2 2
2 3 9 3 )\ 2 3 1
6 I

Siis 6 17 mz) = <1> . Ratkaisemalla yhtaloryhm saadaan

PNS-ratkaisu: z1 = 2, 2o = —-+.

b) Koska jokainen \;, i = 1,...,k on A:n karakteristisen yhtdlon p(A) = 0 n,; kertainen juuri, niin
(A= X;)™ on polynomin p(\) tekija aina kun ¢ = 1,2,3... k. Siis A:n karakteristinen polynomi
p(A) =det(A— X)) = (=1)" (A = A1)" (A — A2)™2 -+« (A = Ag)™-.

Silloin

|det(A—1I)| = [p(1)

= (=1 (=A™ (1=Aa) - (120" | = (=1 (A=) - (1),



