031078P MATRIISIALGEBRA

Vilikoe 2 15.12.2022 Ratkaisut

1.

Laske matriisin

1 -1 1
A=(0 1 0
0 -1 2

ominaisarvot ja kaikki ominaisvektorit.

Ratk. Ominaisarvot:
1-Xx -1 1
det(A—XI)=| 0 1-A 0 :(1—)\)2(2—)\)

0 -1 2-A
Ominaisarvoille on det(A — A\I) =0, eli (1 —\)%(2 —\) = 0.
Ominaisarvot Ay o =1, A3 = 2. (2p)
Ominaisvektorit:
)\1 =1:
1-1 -1 1 T 0
0 1-1 0 zo | = (0
0 -1 1 T3 0
Ratkaisu: o = x3. Silloin ominaisvektori & = =x 0 +x3 |1
(Eg 1
1 0
Ominaisarvoon 1 liittyvit ominaisvektorit ovat s | 0| +¢ | 1 |, kun (s,¢) # (0,0) (3p)
0 1
Ag =
1— 2 - 1 1 0
( 0 T2 = 0
— 2—-2 I3 0
Ra tkalsu r3 = x1,x = 0. Silloin ominaisvektori
I 1
T = xz = 0 =1 0
T3 I 1
1
Ominaisarvoon 2 liittyvit ominaisvektorit ovat ¢t | 0 | , kun ¢ # 0. (1p)
1

a) Vektorit s(—1,0)T, s # 0 ovat matriisin A ominaisarvoon 1 liittyviit ominaisvektorit, vektorit
5(1,2)T, s # 0, ovat matriisin A ominaisarvoon 2 liittyviit ominaisvektorit. Onko matriisi A
diagonalisoituva? Jos on, niin m#irdd matriisi 42023 matriisin A diagonalisoinnin avulla. Jos
A ei ole diagonalisoituva, niin perustele miksi ei.

b) Ratkaise yht&loryhma

x1 + 3x9 — 13 =4

—x1+ax2+2x3 =7

21’1 —+ 612 —+ 2%3 = 20
LU- hajotelman avulla (muut ratkaisumenetelmét antavat 0 pistettd), kun tiedetdédn, ettd
yhtéléoryhmén kerroinmatriisilla on LU- hajotelma joka koostuu matriiseista

1 3 -1 1 00
0 4 1 |jaf-1 10
0 0 4 2 01
Ratk. a) Matriisi A on 2 x 2 matriisi, jolla on kaksi eri suurta ominaisarvoa, joten A on diagona-
lisoituva. (1p)
Silloin A = TDT~!, missd matriisi T = <_01 ;) ja D = diag(1,2).
-1 1
NytT‘lz...:( %)
0 3

Silloin



-1 1 1 0 -1
2023 _ 1 2023—1 _ s 2023 92023\ —1 _
A =TD*%3T~ = Tdiag(129%%,22029)T~1 = ( 0 2> (0 22023) <0
(2p)

INIEE NI

1 22022 1
) = (0 22023 2)‘

b)
1+ 312 — T3 =4 1 3 -1 x 4
—x1+a2+2x3 =7 eli -1 1 2)~ o | = | 7
2z + 629 + 223 = 20 2 6 2 T3 20
1 00 1 3 -1 T 4
Siis | -1 1 0 0 4 1 x| =17
2 01 0 0 T3 (20
( ) (9:1 Y1
Merkitaan o | = | v
T3 Y3
1 00 (yl) 4 Y1 =4
Silloin { -1 1 0] -[y2| = 7 |. Vastaava yhtéloryhmé: ¢ —y; +ys =7
2 01 Y3 20 21+ y3 =20
Eteenpam sumttamalla n=4,y=T4+y=7+4=11,jay3 =20 —2y; =20—-8=12. (1p)
-1 ) m 1 3 -1 21 4
Koska 0 4 1 =|yz | niin [0 4 1 clax ] =111
Ys 0 0 4 T3 12
T +3IE2 —X3 =4
Vastaava yhtaloryhmaé: 4xo +x3 =11 . Taaksepéin sijoittamalla saadaan z3 = 3, x5 =
4333 =12
2 ja Tr1 = 1.
Vastaus: 1 = 1,20 = 2,23 = 3. (2p)
Ratkaise yhtaloryhméa
2x1 +4x9 =3
5931 — X9 = 7

jirkeviisti Jacobin menetelmilli. Valitse Z(©) = 0 ja laske toinen iteraatio &2,

Miiriad Jacobin iteraatiomatriisi G ja vakiovektori 7 esityksessd #Ft1) = G#®) 4 7 Médrad
iteraatiomatriisin G normi ||G]||;.

Ratk. Vaihdetaan yhtéltiden jérjestysta:

5$1—$2:7
2x1 +4x0, =3

G E)-6)

Kerroinmatriisi (g 4 ) on lavistdjavaltainen, joten iteraatiot suppenevat kohti yhtdloryhman

Matriisimuodossa:

ratkaisua.

51’171’2:7 oli $1:%$2+%
2{,171 +4{E2:3 $2:—%$1+%.

(1p)
Iteraatiokaavat: P k
et - gl

7

5
1 3
2 +31

Valitaan #© = (2{”, 2{") = (0,0).



1. iteraatio:

2. iteraatio:

(2p)
Iteraatiokaavat matriisimuodossa:
-4 9-C0) )
= 7 . )
xgk-i-l) -0 mgk) g
0 1
Jacobin iteraatioiden iteraatiomatriisi G = ( 1 8) (1p)
2
7
Vakiovektori 7 = (g) (1p)
4
||G||x on G istseisarvojen sarakesummien maksimi, eli [|G||; = max{3, 1} = 1. (1p)

a) Laske Cayley-Hamiltonin lauseen avulla (muut laskentatavat antavat O pistettd) A°, kun

1 0 1
A=10 -1 0
0 0 1

b) Arvioi Gershgorinin ympyroiden avulla matriisin

0 -1 1
A=[1 1+1i 0
0 1 1-1

ominaisarvojen sijaintia. Piirra kuva ja maédrad kuvan perusteella vali, johon A:n jokaisen omi-
naisarvon reaaliosa kuuluu seki vili, johon A:n jokaisen ominaisarvon imaginaariosa kuuluu.
Ratk.a) Katso harjoitus 11 tehtéva 2a
b) Gershgorinin lause: A:n ominaisarvot € (LJZ:1 Bk) N (U};:I Ck),
n
jossa BkZ{ZG(C| |akk—z| SRk},RkZ Z |akj|
J=1,j7#k
n
ja Ck:{ZE(C| |ak-k*2’| SSk}, Sk = Z |aik|.
i=1,i#k
Téssé tehtavissi Gershgorinin ympyrit ovat (Criviympyrét’ By, ja sarakeympyrit’ Cy (alla olevassa
kuvassa viivoitettu alue))

By = {zeC||z—-0]<2}
B, = {zeC||lz—(1+1i)] <1}
B; = {zeCl|lz—(1-1)| <1}
C; = {z€C||z—-0]<1}
Cy; = {z€C||lz—(1+1i)<2}
Gy = {zeCllz—(1-1) <1}

(1p)
Kaikki ominaisarvot ovat alla olevan kuvion viivoitetussa punaisella véritetyssa alueessa.



(1p)
Reaaliosa Re()) € [—1, 2] kaikilla ominaisarvoilla A.
Imaginaariosa Im(\) € [—2, 2] kaikilla ominaisarvoilla A.

(1p)



