031078P MATRIISIALGEBRA

Vilikoe 2 16.12.2021 Ratkaisut
1. Madrad yhtaloryhmien
=k

4x1 4+ 18x9 + 2623 =0
—k,

.k = 1612,1613, 1614, .. .,

x1 + 429 + Sx3
{ 2412.

3x1 + 1629 4 30x3

kerroinmatriisi(1p). Maédrdéd kerroinmatriisin se LU-hajotelma, missi matriisin L diagonaalialkiot
ovat ykkdosid (2p). Ratkaise tdmén LU-hajotelman avulla ylld olevat yhtaloryhmét (3p). Merkitse
kaikki vilivaiheet tarkasti nikyviin.

Huom. Muut ratkaisutavat kuin edelld mainittu antavat yhtéloryhmien ratkaisuista 0 pistettal!

Ratk.
1 4 5
Kerroinmatriisi: | 4 18 26 (1p)
3 16 30
1 100 1 4 5
LU Kehitelmi: | 4 18 26 4 1 0|0 2 6 (2p)
3 16 30 3 21 0 0 3
1 4 5 X1 k
Yhtéloryhmét matriisimuodossa: (4 18 (xg = 0 |,k=1612,1613,1614,...,2412,
3 16 x3 —k

eli

1 0 0 1 4 5 k

41 0|10 2 6|[a]=1] 0 | ,k=16121613,1614,...,2412.

3 21 0 0 3 x3 —k

1 4 5 T Y1

Merkitdén [ 0 2 6 9 | = | y2 |, jolloin

1 00 k

41 0 ( =| o |.k=1612,1613,1614,...,2412. (1p)

3 2 1 —k
Eteenpéin sumttamalla y1 = k,ys = —4k ja y3 = 4k, aina kun k£ = 1612,1613,1614, ...,2412.

1 4 5 T
Silloin [ 0 2 6 xo | = | —4k |, josta taaksepéin sijoittamalla
0 0 3 x3 4k
w1 =Lk, a3 = —6k ja x3 = 3k, aina kun k = 1612,1613,1614, . ..,2412. (2p)
2. Olkoon B diagonalisoituva n x n matriisi, jolle B = T'diag(A1, Aa, ..., A\p)T L.

Matriisi e = Tdiag(e*,e?2, ..., e*)T~!. Tarkastellaan matriisia A = (? é) Onko A dia-

gonalisoituva? Jos on, niin miirdd matriisi e?

diagonalisoituva, niin perustele miksi ei.

Ratk. Matriisin A ominaisarvot toteuttavat yhtélon det(A — AI) = 0, eli

Omnaisarvot ovat A1 = 2 ja Ay = 4.

matriisin diagonalisoinnin avulla. Jos A ei ole

3-2 1
13-l O
(1p).

2 x 2 matriisilla on 2 eri suurta ominaisarvoa, joten se on diagonalisoituva. Ominaisarvoa 2 vastaa-
vat ominaisvektorit ovat t(—1,1)7, ¢ # 0 ja ominaisarvoa 4 vastaavat ominaisvektorit ovat ¢(1,1)7,

t#0. (1p)
Silloin A = TDT ™!, missd T = <_11 1) jaD = ((2) 2) (1p)
e -1 1
Matriisi 71 = é( 1 1). (1p)
2 2, 4 2, 4
A e 0 1 e“+e —e‘+e
Silloin e _T<O e4>T 1_%<—€2+64 2 4 ot > (2p)

3. Ratkaise yhtaloryhmé&



2501 7172 + I3 = 19

4.’£1 + xTo - xIs = 3

Ty — 3xs + 12z3 = 31
jirkeviisti Jacobin menetelmélls, lihtien vektorista #(©) = (0,0,0)”. Laske toinen iteraatio #(%).
Ma#rad Jacobin iteraatioiden iteraatiomatriisi G ja laske ||G|oo- (5p)
Suppenevatko iteraatiot kohti ratkaisua? (Perustele vastauksesi!) (1p)

Ratk. Vaihdetaan yhtiloiden jirjestysta:

2931 —71‘2 +l‘3 =19

{4$1+.’1¢2—$3=3
x173x2+1213 =31

4 1 -1
Kerroinmatriisi [ 2 -7 1 on lavistdjdvaltainen, joten iteraatiot suppenevat kohti oikeaa
1 -3 12
ratkaisua. (1p)
Yhtaloryhméstd saadaan:
r1 = 7*1‘2 + 363 —+ 3
Ty = 21101 + iUB - 17
x?’:_uxl"' 102+ 13
(1p)
Iteraatiokaavat: - .
x§+)=4()+ :c() 4
x(2k+1) _ (k) n 7 :())k) B %
k+1 k k
ol = L 4l 4 Y

Valitaan 2© = (2{”, 2, 2{") = (0,0,0).
1. iteraatio:

eV = 1ef +LelV 3 =0r0+2=2

x(zl) $x§0)+% (O) %—O—FO—?:—%
) = 120 41 x§°)+%:0+0+%:+%
2. iteraatio: ) . )
T <>()+4 L)+ 18+ § =207
2 2,.(1 1,01 19 23 4131 19 _
?2)271‘1 (ﬂ; " :?Z+?E_7—_2131
R A e NG PRTIRS Y
(2p)
Iteraatiokaavat matriisimuodossa:
k+1 k
(0 ) ()
2 -z 1 0 a v}
11
T 5 T3
Jacobin iteraatioiden iteraatiomatriisi G = £ 0o = |. (1p)
%
Iteraatiomatriisin normi ( maksimi itseisarvojen rivisummista):
1G]loc = max{3, 3,3} = 3. (1p)
a) Etsi matriisin
01 0
A=10 0 1
0 2 -1

itseisarvoltaan suurimman ominaisarvon likiarvo iteratiivisesti lihtien vektorista 7o = (—1,1, —1)7.
Likiarvo A\ riitt#is. Vilivaiheet nikyviin. (3p)



b) Olkoon
1 -2 2
A= -1 0 2
-1 1 1

Laske Cayley-Hamiltonin lauseen avulla matriisi cos(rA).

Ratk. a)
01 0 -1 1
ji=Ajo=[0 0 1 L=1-
0 2 -1 -1 3
01 0 1 -1
fp=Aji=(0 0 1 Jf-1]=|3
0 2 -1 3 =5
=T o _ (=1,3,—5)T
)\51) _ %Zz _ (Ei,—lfg)g(l%fiﬁ‘?; = % ~ —1.727.

b) Katso Harjoitus 11 tehtéva 7.

(3p)



