031078P MATRIISIALGEBRA

Vilikoe 2 17.12.2020 Ratkaisut
3 0 5

1. Ma&irad matriisin A = [0 4 0| kaikki ominaisarvot ja ominaisvektorit, seki, miirai matriisi A2
5 0 3
matriisin A diagonalisoinnin avulla (muut tavat antavat 0 pistettd). Merkitse kaikki vilivaiheet
tarkasti nakyviin.

Ratk.
3—A 0 5

det(A—XI)=| 0 4-X 0 :(4—A)‘3gA 3EA
5 0 33—\
Ominaisarvoille: det(A — AI) =0, eli (4 — \)[(3 —\)?2 —25] =0

RICEPVCEIVEE

Ominaisarvot: A\; = =2, Ay =4 ja A3 =8 (1p)
Ominaisarvoon X liittyville ominaisvektoreille on voimassa: (A — I )& = 0.
3 0 5 x1 0
Al =—2: ({0 4 0 —(=2)){z2] =10
5 0 3 x3 0
3—(-2) 0 5 0 1 010
Laajennettu kerroinmatriisi: 0 4—(-2) 0 0] ~---~|0 1 0 O
) 0 3—(-2) 0 0 00O
Vastaava yhtaloryhma: {wl o = 0.
X9 =0
Siis x3 = —x1 ja 22 = 0.
I T 1
Silloin ominaisvektorit £ = | zo | = 0 =T O
I3 —I1
Matriisin A ominaisarvoon —2 liittyvat ominaisvektorit ovat s ( , missd s # 0.
Vastaavasti: 0
Matriisin A ominaisarvoon 4 liittyvit ominaisvektorit ovat s [ 1 |, missd s # 0.
0
1
Matriisin A ominaisarvoon 8 liittyvét ominaisvektorit ovat s [ 0 |, misséd s # 0. (2p)
1
1 01
Matriisilla, A on kolme erisuurta ominaisarvoa, joten A on diagonalisoituva. KunT = 0 1 0
-1 0 1
ja D = diag(—2,4,8), niin A =TDT~ .
1 01| 100 1 01] 100 + 100 | %o
Nyt010\010]~010|010] =010 | 01
~1 01 1] 00 1 + 002|101 -3 13 001 %0
L9 1
2 2
eiT =101 0 | . (1p)
L g 1
2 2
1 01\ /(=22 0 0\ /L 0 -1
Silloin A>=TDT'TDT'=TD*T"'=10 1 0 0 42 0o]fo 1 o0
-1 0 1 0 0 &) \3 :
34 0 30
eliA2=[0 16 0 |. (2p)
30 0 34

= O |
D=



Madras yhtaloryhmén

Tl —x9+2x3 = 2a
2x1 + 3x3 = 4b
3x1 — 20+ T3 = 12¢

kerroinmatriisi (1p). Méaraa kerroinmatriisin se LU-hajotelma, missd matriisin L diagonaalialkiot
ovat ykkosid (2p). Ratkaise tdmén LU-hajotelman avulla ylli oleva yhtdléryhmd, kun a, b
ja c ovat tunnettuja vakioita (3p). Merkitse kaikki vélivaiheet tarkasti ndkyviin.

Huom. Muut ratkaisutavat kuin edelld mainittu antavat yhtéléryhmén ratkaisusta 0 pistetté!

Ratk. Kerroinmatriisi

1 -1 2
A=12 0 3 (1p)
3 -1 7
1 -1 2 -2 7-3
A = 2 0 3 J-&- —2——621,
3 -1 7 J+ —3=—l3
1 -1 2
~ 0o 2 -1 -1
0 2 1 J+ —l=—ts
1 -1 2
0o 0 2
Alakolmiomatriisi L on
1 0 0 1 00
L= 43 1 0]=1]12120
l31 f32 1 311
(2p)
Yhtéloryhmaé matriisimuodossa:
1 -1 2 T 2a
0 3 o | = | 4b
3 -1 7 T3 12¢
T 2a T 2a
Siis Alxg | = 4b | ei LU | zo | = | 4b
T3 12¢ T3 12¢
I n
Merkitdan U | xz2 | = | v
x3 Y3
Y1 2a 1 00 Y1 2a
Silloinon L |y | = | 4b |,eli [ 2 1 0 yo | = | 4b
Y3 12¢ 3 11 Y3 12¢
Sama yhtaloryhméné.:
(1 =2a
2y1 + yo =4b

3y1 +y2 +y3 = 12c

Eteenpéin sijoittamalla:

Y1 =2a
yo = —4a+4b (3p)
ys = —2a—4b+ 12¢



T U1 2a

KoskaU |22 | = |y2 | = —4a + 4b , eli
T3 Y3 —2a — 4b + 12¢

1 -1 2 1 2a

0o 2 -1 xo | = —4a +4b , saadaan yhtaléryhmaé.:

0 0 2 T3 —2a — 4b+ 12¢
1 —x9 +2x3 = 2a
229 — x3 = —4a + 4b
2x3 = —2a —4b+ 12¢c.

Taaksepdin sijoittamalla
r3 = —a —2b+ 6¢c, o = —%a—l—b—i—Scja T = %a+5b—9c.

a) Miardd matrisin

1 -2 4
1 -1 1
A=(1 0 0
1 1 1
1 2 4
normit ||A||s ja ||A4||1. Merkitse tarkasti kumpi on kumpi. Vélivaiheet niakyviin. (2p)
b) Tarkastellaan ylideterminoitua yhtdloryhméai
—35
T 0
A ) = 0 5
I3 35
35

misséd matriisi A on a)-kohdan matriisi. M#édrdd yhtéloryhmén pienimmén nelidsumman ratkaisu
ja maarda jaannosvektori (eli residuaalivektori) 7 ja sen normi ||7]|,. Merkitse kaikki vélivaiheet
tarkasti nakyviin. (4p)

Ratk. || ||co on itseisarvojen rivisummien maksimi:

n
|Alloo = max Y |ai;| = max{l+|-2|+4, 14+|—1[+1, 14+0+0, 1+1+1, 14+2+4} = max{7,3,1,3,7} = 7.
1<i<m 4 1
J:
|| - ||1 on itseisarvojen sarakesummien maksimi:

m
[All; = max > lag] = max{14+1+1+141, |—2|+|—1|+0+142, 4+ 1+0+1+4} = max{5,6, 10} = 10.
S
=1

(2p)
b) PNS-ratkaisulle:
1 -2 4 —35
1 1 1 1 1 1 -1 1 T 1 1 1 1 1 0
-2 -1 0 1 2 1 0 0 rzo|l=1-2 -1 0 1 2 0 |,
4 1 01 4 1 1 1 T3 4 1 01 4 35
1 2 4 35
5 0 10 T 35
ei | 0O 10 O xo | = | 175
10 0 34 T3 35



il 12

Yhtéaloryhmén ratkaisu antaa PNS-ratkaisun & = | 2 | = % . (2p)
I3 —%
-35 1 -2 4 -2
0 1 -1 1 12 8
Jagnnosvektori 7= | 0 [—]1 0 o2 |=]-12]. (1p)
35 1 1 1) \-3 8
35 1 2 4 -2
|7 Fr = /22 + 82 + (—12)2 + 82 + (—2)2 = 21/70 =~ 16, 733. (1p)

a) Olkoon
21
A:Q Q.

Laske Cayley-Hamiltonin lauseen avulla A~! (muut tavat antavat 0 pistettii). Merkitse kaikki
valivaiheet tarkasti nékyviin. (2p)
b) Matriisi A on n X n matriisi, jolla on k reaalista erisuurta ominaisarvoa A1, Ag, ..., Ak, ja A; > 1,
aina kun ¢ = 1,2, 3, ..., k. Ominaisarvo \; on matriisin A karakteristisen yhtélon n; kertainen juuri
aina kun ¢ = 1,2,3,...,k, ja lisdksi ny +ng + --- + ni = n. Maéarad néiden tietojen avulla luvun
det(A — I) itseisarvo. Perustele vastauksesi tarkasti! (4p)

Ratk.Karakteristinen polynomi on

2—-A 1

o = 1a-an=P A

' =(2-A)—5=X—4\—1

Karakteristinen yhtdlé: p(A) = 0eli A2 — 4\ —1 =0
Cayley-Hamiltonin lauseen mukaan matriisi toteuttaa karakteristisen yhtdlonsi, joten

p(A) = A2 —4A -1 = 02><2.

Tasta seuraa

I=A%—-44A Siis A= = A —47.

Lasketaan vield kdanteismatriisi

0, (21 (10
A1 = 4 4I_<52> 4(01>
(=2 1
-5 —2)

(2p)
b) Katso Harjoitus 11 tehtavi 4.



