031078P MATRIISIALGEBRA

Vilikoe 2 19.12.2019 Ratkaisut

1.

A2 matriisin dia-

o 3
a) Onko matriisi A = <O 3

gonalisoinnin avulla. Jos matriisi A ei ole diagonalisoituva, niin perustele miksi ei. (3p)
b) Vektorit s(1,0,0)7, s # 0 ovat matriisin A ominaisarvoon 1 liittyviit ominaisvektorit, vekto-
rit 5(0,—1,0)T, s # 0, ovat matriisin A ominaisarvoon —1 liittyviit ominaisvektorit ja vektorit
5(2,0,2)T, s # 0, ovat matriisin A ominaisarvoon 3 liittyviit ominaisvektorit.

Mé&érad matriisi A. (3p)

) diagonalisoituva? Jos on, niin mairad matriisi

Ratk. a)det(A — \I) = ‘3 6 A 3 f )\’ = (3 — M\)2. Ominaisarvoille det(A — AI) = 0, eli A = 3 on
ainoa ominaisarvo. (1p)
Ominaisvektoreille Z = (x1,22)7 on voimassa: (A — 31) <§1> =0
2
.. 0 4 T 0 . . .. . . . .. . . .
Siis 0 0 o) = o) eli xo = 0 ja matriisin A ominaisarvoon 3 liittyvit ominaisarvot ovat
2
muotoa (‘%1> =1 <(1)>, missd x1 # 0.
Matriisilla A on vain 1 vapaa ominaisvektori. Siis A ei ole diagonalisoituva. (2p)
1 0 2
b) Matriisilla A on kolme erisuurta ominaisarvoa, joten A on diagonalisoituva. Kun7T = {0 —1 0
0 0 2
ja D = diag(1,—1,2), niin A =TDTL. (1p).
1 0 2 | 1 0 0\ «——+ 1011 0 -1
Nyt {0 =1 0 | 0 1 0] |(=1) ~10 1 0 | 0 -1 0| ,joten
00 21001 —y|;3 00110 0 3
1 0 -1
T-'=[0 -1 0
0 0 3

1

Silloin A=TDT'=10 -1 0|0 -1 0] |0 -1 O =10 -1 0 (2p)
1
5 0
2

Ratkaise yhtaloryhma

x1 — OSxry + Trs = —4
3r1 + x2 — x3 = 6
207 + 8r9 + 3 = -8
jarkevisti Jacobin menetelmilld lihtien vektorista #(©0) = (0,0,0)”. Laske toinen iteraatio 72,

Méadrad Jacobin iteraatioiden iteraatiomatriisi G ja laske ||G||so-
Ratk. Vaihdetaan yhtaloiden jérjestysta:
3r1+x2—23=206

2x1 + 8xo + x3 = —8
T — dxrg + Ty = —4.

Matriisimuodossa:
3 1 -1 T 6
8 1 zo | = | =8
1 -5 7 T3 —4



3
Kerroinmatriisi [ 2 8 1 | on lavistdjdvaltainen, joten iteraatiot suppenevat kohti yhté&loryh-
1

-5 7
mén ratkaisua. (1p)
3r1+x2—23=206 .’Elz—%l‘g—l—%xg—{—Q
2x1 4+ 8xo + x3 = —8 eli { z9 = —%xl - %azg -1
1 — Do + Txg = —4. .1‘3:—%.7}1—1—%.7}2—%
Iteraatiokaavat:
S 4 10
O Yo
T3 =% Ty — 3

Valitaan 7(0) = (a:go), xgo),xgo)) = (0,0,0).
1. iteraatio:

sV =—1l.04Lt.042=2
e =—l.o—Ll.0—1=-1
(1 _ 1 5 4 _ _ 4
z3'=—70+37-0-3=-7
2. iteraatio: )
7= (D +-H+2=2%
2) 1(_4 10
x%Q) =—32-35(-3)—1=-%
e R R
(3p)
Iteraatiokaavat: . ) )
x§+): 1565)4-1:6&)4-2
(k+1) _ 1 (k) _ 1 (k)
e b 5o
+1 1 5 4
3 = 7Ty~
Matriisimuodossa:
2D 0 -1 1 20 5
k+1 1 1 k
mg)——%g—g $§)+—1
2ty -7 7 0 ) —7
11
0 -3 3
Jacobin iteraatioiden iteraatiomatriisi G = —% 0 —-i]l. (1p)
5
-7 7 0
Iteraatiomatriisin normi ( maksimi itseisarvojen rivisummista):
||G||oo = max{0 + % + %,i—FO—}— %,%—}— % +0} = max{%, %, %} = %. (1p)

a) Matriisi A on 50 x 50 matriisi, jolle on voimassa A = B + C, missd B = diag(1,2,...,50) ja
C = (¢;5) on 50 x 50 matriisi, jolle ¢12 = ¢21 = 2, ja muut matriisin C' alkiot ovat nollia. Ma&raa
matriisin A kaikki ominaisarvot. (2p)
b) Tarkastellaan ylideterminoitua yht&loryhméas

r + y =23
x + 2y =27
xr + 3y =30
r + 4y =34

Mééras yhtéloryhmén pienimmén nelidsumman ratkaisu ja madrdéd jadnnosvektori (eli residuaali-
vektori) 7 ja sen normi ||7]|py. (4p)



Ratk. a)

1-x 2 0 0 -0 0

2 2-A 0 0 -~ 0 0 Loy o
det(A—XI)=| 0 0 3-X 0 0 0 :(50>\)(49>\)---(3)\)‘ RN

0 0 50—\

eli det(A —AI) = (50 — A\)(49 — A)--- (3 = A\)(\2 — 3) — 2).

Ominaisarvoille det(A — M) =0, eli A2 =3XA—2) =0,(3—-X) =0,...,(50 — \) =0, eli
)\1:Lé/ﬁ,)\gzHTN,A3:3,A4:4,...,A50:50. (2p)
b) Yhtaloryhméa matriisimuodossa:

11 23

1 2 z\ |27

1 3 (y) 130

1 4 34

PNS-ratkaisulle:

11 23
1 111 1 2 xy (1 1 11 27
<1234>13<y>_(1234> 30|’

1 4 34

0 (s 9 (9)- ()

39
Yhtaloryhmén ratkaisu antaa PNS-ratkaisun & = (f;) = (128>. (1p)
5
1
23 11 w0 —@
U N P10 N A e A I
Jadnnosvektori 7 = 20 1 3 (158) =3 (1p)
34 1 4 o
7l = /(502 + (&2 + ()2 + ()2 = £ (1p)
a) Olkoon
1 0
(19
Laske Cayley-Hamiltonin lauseen avulla A% (muut tavat antavat 0 pistetti). (3p)
b) Olkoon A ja B sdannollisia (eli kidntyvid) n x n matriiseja. Osoita, ettd matriisien AB ja BA
ominaisarvot ovat samat. Perustele vastauksesi tarkasti! (3p)
Ratk. a) det(A — \I) = <1__1>\ 5 E )\> =2 -3\ +2.
Cayley-Hamilton: A2 — 34 + 21 = Oaxs. (1p)

Siis A% = 34 — 21I.
Silloin A% = A(3A —2I) =3A%2 - 24 =3(3A—2I) —2A=7A —6I.
Siis A* = AA3 = A(TA—61) =TA? —6A ="T7(3A —2I) — 6A = 15A — 141, (1p)

eli A=15 (_11 g) ~14 ((1) ?) = <_11 g) = (_115 106>. (1p)

b) Olkoon A matriisin AB ominaisarvo. Koska matriisit A ja B ovat kiéntyvia, niin my6s matriisi
AB on kégntyvi. Silloin A # 0.

Koska A on AB:n ominaisarvo, on olemassa sellainen vektori & # 0, ettd ABT = A\T.

Silloin myds BABZ = BAZ, eli BA(BZ) = \(BZ). Vektori BZ # 0, silli ABZ = A% # 0.

Siis BA(BT) = A(BZ) ja BZ # 0, joten X\ on matriisin BA ominaisarvo.

Vaihtamalla edelld A:n ja B:n paikkaa voidaan osoittaa, ettd jokainen BA:n ominaisarvo on myds
matriisin AB ominaisarvo.

Siis matriisien AB ja BA ominaisarvot ovat samat. (3p)



