031078P MATRIISIALGEBRA
Vilikoe 2 13.12.2018 Ratkaisut

1. Tarkastellaan matriisia
A (-1 2

- \—-10 8/°
a) Masrad matriisin A ominaisarvot ja kaikki ominaisvektorit. (4p)
b) Miirad matriisin 42019 ominaisarvot ja kaikki ominaisvektorit. (2p)

Ce1ex 2],

Ratk.a) det(A— ) = 10 8—)\’ =\ —=TA+12
Ominaisarvoille det(A — AI) =0 eli \; =4 ja A2 = 3. (2p)

Ominaisvektoreille Z = (z1,22)T on voimassa (A — A\ )& = 0.
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Matriisin A ominaisarvoon 4 liittyvéit ominaisvektorit ovat ¢ (é), missd t # 0 . (1p)
2
A=3:
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Siis 29 = 2x1. Silloin ¥ = =57 )
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Matriisin A ominaisarvoon 3 liittyvit ominaisvektorit ovat s ;), missd s # 0. (1p)
b) Kaikilla k = 2,3,... on A*¥Z = A\*# aina kun Z on matriisin A ominaisarvoon A liittyvi ominai-
sarvo.
Silloin matriisin A21 ominaisarvot ovat 42019 ja 32019, (1p)

Ominaisarvoon 420V9iittyviit ominaisvektorit ovat ¢ <5> , missi t # 0 ja ominaisarvoon 3201 liitty-
2

1
viit ominaisvektorit ovat s <2>, missd s # 0. (1p)

2. Vektorit s(—2,1,2)7+(1,1,2)7, s # 0 tai t # 0, ovat matriisin A ominaisarvoon 3 liittyviit ominais-
vektorit ja vektorit s(0,0, l)T, s # 0, ovat matriisin A ominaisarvoon —4 liittyvéit ominaisvektorit.
Onko matriisi A diagonalisoituva? Jos A on diagonalisoituva, niin m#irii matriisit A ja A'? mat-
riisin A diagonalisoinnin avulla (muut tavat antavat 0 pistettd). Jos A ei ole diagonalisoituva, niin
perustele miksi ei.

Ratk.
Selviisti A on 3 x 3 matriisi. Vektorijoukko {(—2,1,2)7,(1,1,2)7,(0,0,1)T} on vapaa, joten A:lla
on 3 vapaata ominaisvektoria, joten A on diagonalisoituva. (1p)
-2 10
Nyt A=TDT ! missa T=[ 1 1 0], jaD =diag(3,3,—4).
2 21
-1 1 0
Matriisi 7' =---=2[ 1 2 0]. (2p)
0 -6 3



-2 10 -1 1 0 300
A=TDT'=|1 1 0]diag3,3,-4)3[ 1 2 0 (0 3 0 (1p)
2 21 0 —6 3 0 14 4
-2 10 -1 1 0 312 0 0
A =TDZT=1 =11 1 0]diag(3'%324%)1 1 2 0) 0 312 0
2 21 0 -6 3 0 2-312_-2.412 412
(2p)

Tarkastellaan ylideterminoitua yhtaloryhmaa

2w — ¢ =6

2 + Sw =2
3w = -8

q — 2w =4

a) Madrda yhtdloryhmén kerroinmatriisi A, kun yhtéloryhmé annetaan muodossa A¥ = E, missi

7 = (¢,w)”. Laske kerroinmatriisille A normit ||A||1 ja ||A||sc. (2p)
b) Maardd yhtdloryhmén pienimmén nelidsumman ratkaisu (3p) ja maarad jaiannosvektorin (eli
residuaalivektorin) 7 normi ||7]|py. (1p)

Ratk. a) Yhtéloryhméa matriisimuodossa:

-1 2 6
2 5 | /¢ |2
0 3 w) | -8
1 -2 4
-1 2
Kerroinmatriisi A = ?) g
1 -2
||All1 = max{1+2+1,24+ 5+ 3+ 2} = max{4,12} =12 (1p)
[|Al|oo = max{1+2,2+5,0+3,1+2} =max{2,7,3,3} =7 (1p)
b) PNS-ratkaisulle & = 3} on voimassa:
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-1 2\" /-1 2 -1 2\ /6
2 ) 2 5 q\ | 2 5) 2
0 3 0 3 w 0 3 -8
1 -2 1 -2 1 -2 4
. (6 6 q\ [ 2
Siis (6 42> (w) = <_10). (2p)
Yhtaloryhmén ratkaisu: ¢ = %, jaw = —%. (1p)
6 -1 2 %
Jadnnosvektori 7 = 2112 9 % =3
nndsvektori 7= | "o 0 3 S =15
4 1 -2 8
7l = 12+ 1512+ — 712 + |32 = /28 (1p)
a) Etsi matriisin
2 =2 1
A={(-1 3 -1
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itseisarvoltaan suurimmalle ominaisarvolle likiarvo iteratiivisesti lihtien vektorista 3o = (1, —1,1)7.

Likiarvo A(D riittia. (4p)
b) Olkoon A n x n matriisi, n > 2, jonka ominaisarvot Aj, g, ..., A, tunnetaan. Maarad det A.
(1p)

¢) Neliématriisin B karakteristinen polynomi

pB(A) = (=1)" X" 4+ by A" by A+ 15,

Onko matriisilla B kd#@nteismatriisia. Perustele vastauksesi! (1p)

Ratk. a) Nyt 4, = (1, —1,1)"". Silloin
2 -2 1 1 5

Gi=Ajo=[-1 3 —1]|-1]=[-5]. (1p)
2 -4 3 1 9
2 =2 1 ) 29

Gpo=Aj=(-1 3 —1|[-5]=[-29]. (1p)
2 -4 3 9 57

T .= _ _ T
MY = BB — CSgR ) — 38~ 6,13, (2p)

b) Matriisin A karakteristinen polynomi
pa(\) =det(A — X)) = (=1)" A" + ap 1 A"+ an 2\ 24+ Fa ) + ap.

Koska matriisin ominaisarvot ovat samalla kaikki karakteristisen polynomin nollakohdat, niin
pa(A) = (=1)"A = A1) (A = A2) - (A = An).

Silloin

det A = det(A—0I) =pa(0)=(=1)"0—=A)(0—A2)---(0=Ap) = (=1)"(=1)" A1 A2~ \p
_ -(1p)
— Ao A,

¢) det B = det(B — 0I) = pp(0) = (=1)" -0+ bp1-0+ -+ by -0+ 15 =15

Koska det B # 0, niin B~! on olemassa. (1p)



