LUENTOESIMERKIT KEVAT 2019

Numeroitujen esimerkkien numerot paitsi viimeinen numero viittaavat sithen luentorungon kappaleeseen,
jossa esimerkkiin liittyvia asiaa késitellaan.

Esimerkki 3.6.2.1. Maarai Lagrangen menetelméalld funktion f(x,y,z) = —3z + 12y + 24z suurin arvo li-
siiehdolla = = 32 + 22.
Ratkaisu:

f(z,y,2) = —3x+ 12y + 24z maksimoitava funktio
g(z,y,2) =y?*+22—2=0 lisiehto

Lagrangen menetelmén kiyttd johtaa yhtdloryhméadn

fe+tAge =-3+A~=1) =0, |-2y#0 |-22#0
fy+Agy =12+4X2y) =0, |-1
f+X23: =244X2z) =0, | -1

y+22—2z =0.

Eliminoidaan A\ kertomalla puolittain sopivasti ja laskemalla yhteen

“6y+12 =0, y —9,
—62+ 24 =0, z =4,
Yy 4+22—x =0, Y2 +22—x =0.

Sijoitetaan alimpaan yht#loon y = 2 ja z = 4. Talldin 22 + 42 — 2 = 0, josta z = 20. Siis funktion suurin
arvo on f(20,2,4) = —3-20+12-2+ 24 -4 = 60.

Esimerkki 3.6.2.2. Olkoot a > 0,b > 0, ¢ > 0 ja d > 0 reaalilukuja. Ma&raa Lagrangen menetelmélla kolmen
muuttujan reaaliarvoisen funktion f(x,y,z) = axy + bxz + cyz pienin arvo lisdehdolla zyz = d.
Ratkaisu:

flx,y,2) =azxy+brz+cyz,a>0,b>0,c>0 minimoitava funktio
g(z,y,2) =ayz—d=0,d>0 lisiiehto

Lagrangen menetelmén kiyttd johtaa yhtdloryhmadn

fot+Age =ay+bz4+Iyz =0, | -2#0 | -2 #0

fy+hgy —az+ez+Aez =0, |-(—y)#0

fe+Ag: =brx+cy+Azy =0, | - (=2)#0
xyz —d =0.

Eliminoidaan A\ kertomalla puolittain sopivasti ja laskemalla yhteen

z(br—cy) =0, |:2#0 Yy :%ac,

ylax —cz) =0, | :y#0 z =4z,

xyz —d =0, zyz —d =0.
Sijoitetaan alimpaan yhtaloon y = IE):L' ja z = ﬂz, jolloin saadaan xézﬁx —d = 0. Tamaéan ratkaisu on
T = (/&L d . Sijoittamalla edelleen saadaan y = 2y Cagl jaz=2y/52 d . Funktion pienin arvo on

a/c2d b s/c2d a 5/c3d s/c2d. b 5/c2d a a
1/ 1/ @ s/ca I il Yo i b«’ _1/_ 1/_ _1/
ab’cV ab’c ab = o ab )(c ab )+ c b b c
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Esimerkki 3.7.2.1. Piirrd kuvat tasoalueista, joiden yli integrointi suoritetaan, ja laske
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Esimerkki 3.7.2.2.
a) Olkoon A = {(z,y) € R? |0 <z < 1,-3y/x <y < 4y/x} zy-tason suljettu ja rajoitettu alue. Laske

/ / 162y dA.
A

b) Olkoon A = {(x,y) e R? |1 <y < 3, f% In(y) < z < 0} zy-tason suljettu ja rajoitettu alue. Laske

// 24y%e™27 dA.

A
Ratkaisu:
a)
1 4z 1 4z 1
// 16xy3 dA:/ / 16xy> dydx:/ / 4zy4) /4:E (4v/x)* — 4a(—3vx)" dz
A 0 —3yx 0 -3z 0
1 1 1
- / (10242° — 3242%) dz = / 70023 dz = / 1752* = 175
0 0
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Esimerkki 3.7.2.3. Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y = —z jay = 1
seké kiyran y = /7 leikatessa toisensa. Piirrd kuva tasoalueesta A ja laske

// 2422y dA.
A

Ratkaisu: '
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Esimerkki 3.7.2.4. Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y = 3z, y = —3x
ja y = 6 leikatessa toisensa. Piirré kuva tasoalueesta A ja laske
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Esimerkki 5.7.3.1. Laske integrointijarjestystéd vaihtamalla
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Piirrad kuva tasoalueesta, jonka yli integrointi suoritetaan.
Ratkaisu:

Esimerkki 53.7.3.2. Laske integrointijarjestystéd vaihtamalla
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Piirrad kuva tasoalueesta, jonka yli integrointi suoritetaan.
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