
LUENTOESIMERKIT KEVÄT 2019

Numeroitujen esimerkkien numerot paitsi viimeinen numero viittaavat siihen luentorungon kappaleeseen,
jossa esimerkkiin liittyvää asiaa käsitellään.

Esimerkki 3.6.2.1. Määrää Lagrangen menetelmällä funktion f(x, y, z) = −3x + 12y + 24z suurin arvo li-
säehdolla x = y2 + z2.
Ratkaisu:

{

f(x, y, z) = −3x+ 12y + 24z maksimoitava funktio
g(x, y, z) = y2 + z2 − x = 0 lisäehto

Lagrangen menetelmän käyttö johtaa yhtälöryhmään














fx + λgx = −3 + λ(−1) = 0, | · 2y 6= 0 | · 2z 6= 0
fy + λgy = 12 + λ(2y) = 0, | · 1
fz + λgz = 24 + λ(2z) = 0, | · 1

y2 + z2 − x = 0.

Eliminoidaan λ kertomalla puolittain sopivasti ja laskemalla yhteen






−6y + 12 = 0,
−6z + 24 = 0,
y2 + z2 − x = 0,







y = 2,
z = 4,
y2 + z2 − x = 0.

Sijoitetaan alimpaan yhtälöön y = 2 ja z = 4. Tällöin 22 + 42 − x = 0, josta x = 20. Siis funktion suurin
arvo on f(20, 2, 4) = −3 · 20 + 12 · 2 + 24 · 4 = 60.

Esimerkki 3.6.2.2. Olkoot a > 0, b > 0, c > 0 ja d > 0 reaalilukuja. Määrää Lagrangen menetelmällä kolmen
muuttujan reaaliarvoisen funktion f(x, y, z) = axy + bxz + cyz pienin arvo lisäehdolla xyz = d.
Ratkaisu:

{

f(x, y, z) = axy + bxz + cyz, a > 0, b > 0, c > 0 minimoitava funktio
g(x, y, z) = xyz − d = 0, d > 0 lisäehto

Lagrangen menetelmän käyttö johtaa yhtälöryhmään














fx + λgx = ay + bz + λyz = 0, | · x 6= 0 | · x 6= 0
fy + λgy = ax+ cz + λxz = 0, | · (−y) 6= 0
fz + λgz = bx+ cy + λxy = 0, | · (−z) 6= 0

xyz − d = 0.

Eliminoidaan λ kertomalla puolittain sopivasti ja laskemalla yhteen






z(bx− cy) = 0, | : z 6= 0
y(ax− cz) = 0, | : y 6= 0
xyz − d = 0,







y = b
c
x,

z = a
c
x,

xyz − d = 0.

Sijoitetaan alimpaan yhtälöön y = b
c
x ja z = a

c
x, jolloin saadaan x b
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x − d = 0. Tämän ratkaisu on
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Esimerkki 3.7.2.1. Piirrä kuvat tasoalueista, joiden yli integrointi suoritetaan, ja laske

a)

1
∫

0

4−x2

∫

3x

6x2y dy dx, b)

4
∫

2

−1
∫

−
1
2y

32xy

(4x2 + y2 + 1)2
dx dy.

Ratkaisu:

a)

1
∫

0

4−x2

∫
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6x2y dy dx =
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∫
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/
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=
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∫
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=
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∫
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=
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∫
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=
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=
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=
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Esimerkki 3.7.2.2.

a) Olkoon A = {(x, y) ∈ R
2 | 0 ≤ x ≤ 1,−3

√
x ≤ y ≤ 4

√
x} xy-tason suljettu ja rajoitettu alue. Laske

∫

A

∫

16xy3 dA.

b) Olkoon A = {(x, y) ∈ R
2 | 1 ≤ y ≤ 3,− 1

2 ln(y) ≤ x ≤ 0} xy-tason suljettu ja rajoitettu alue. Laske

∫

A

∫

24y2e−2x dA.

Ratkaisu:

a)
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√
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Esimerkki 3.7.2.3. Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y = −x ja y = 1
sekä käyrän y =

√
x leikatessa toisensa. Piirrä kuva tasoalueesta A ja laske

∫

A

∫

24x2y dA.

Ratkaisu:

∫
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∫
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∫
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√
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=
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Esimerkki 3.7.2.4. Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y = 3x, y = −3x
ja y = 6 leikatessa toisensa. Piirrä kuva tasoalueesta A ja laske

∫

A

∫

3

y2 + 1
dA.

Ratkaisu:
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∫
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Esimerkki 3.7.3.1. Laske integrointijärjestystä vaihtamalla

4
∫

0

2
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x

21x2
√

1 + y7 dy dx.

Piirrä kuva tasoalueesta, jonka yli integrointi suoritetaan.
Ratkaisu:
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Esimerkki 3.7.3.2. Laske integrointijärjestystä vaihtamalla

2
∫

0
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∫

3y

18y

x3 + 100
dx dy.

Piirrä kuva tasoalueesta, jonka yli integrointi suoritetaan.
Ratkaisu:
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