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Numeroitujen esimerkkien numerot paitsi viimeinen numero viittaavat sithen luentorungon kappaleeseen,
jossa esimerkkiin liittyvia asiaa késitellaan.

Esimerkki 3.5.1. Olkoon f(x,y) = 2% — 3zy + y? kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio sekii x = z(t) =
tcos(t) ja y = y(t) = tsin(t). Olkoon edelleen z(t) = f(z(t),y(t)) yhdistetty funktio. K&yt ketjusidéntoa ja

esita derivaatta I muuttujan ¢ avulla.
Ratkaisu:

d:_ojde | 0fdy
dt  Oxdt Oy dt
= (2 — 3y)(cos(t) — tsin(t)) + (—3z + 2y)(sin(t) + t cos(t))
= (2t cos(t) — 3tsin(t))(cos(t) — tsin(t)) + (—3t cos(t) + 2t sin(¢))(sin(t) + ¢ cos(t))
= 2t cos®(t) — 2t% cos(t) sin(t) — 3t sin(t) cos(t) + 3t sin?(t)
— 3t cos(t) sin(t) — 3t% cos®(t) + 2t sin’(t) + 2% sin(t) cos(t)
= 2t(cos?(t) + sin?(t)) — 6t cos(t) sin(t) + 3t*(— cos?(t) + sin’(t))
=1 —1-2cos2(t)
= —6t cos(t) sin(t) — 6t% cos®(t) + 3t% + 2t

Esimerkki 3.5.2. Kappale liikkkuu zy-koordinaatistossa kiyrii @(t) = ()7 + y(t)7 = 7+ 3t27 pitkin, missi
t > 0 kuvaa aikaa sekunneissa ja a- ja y- koordinaattien yksikké on cm. Kappaleen lampétila (°C) pisteessé
(z,y) € R? on T(x,y) = 10e2*°+72=3y_ Muodostetaan yhdistetty funktio z(¢) = T(x(t), y(t)).

a) Laske ketjusddnnon avulla kappaleen ldmpdtilan muutosnopeus (°C/s) hetkelld ¢ > 0. Paéttele 1ampo-
tilan muutosnopeuden perusteella, milloin kappale ldmpenee ja milloin jadhtyy.

b) Milld ajan ¢ hetkelli kappaleen lampdtila on suurin?
c) Missi tason R? pisteessi kappale t#lldin on?

d) Miki on kappaleen suurin lampotila?

Ratkaisu:

a) Ketjusddnnolla saadaan kappaleen 1dmpotilan muutosnopeus hetkelld ¢ > 0, [#/(t) = (1, 6t)]:

dz 0T dx  OT dy
dt oz dt 8y dt

= 10(4a + 7)e2 HT3Y 1 _ 3020+ T3y g4
= 10(4t 4 7)e2HTI | _ 302t T gy
70(=2t+ 1)e~ T H7 ¢ >0,

joten kappale lampenee (% >0), kun 0 s <t < 0.5 s, ja kappale jadhtyy ( <0),kun ¢t > 0.5 s.
b) Kappaleen lampatila on suurin hetkelld ¢ = 0.5 s.
c) Kappale on pisteessi (0.5 s) = (0.5 cm, 3 - 0.5% cm) = (0.5 cm, 0.75 cm).

d) Kappaleen suurin limpétila 7(0.5 cm, 0.75 cm) = 10e20-5°+7-0.5-3:0.75 o — 10e!-75 o



Esimerkki 3.5.3. Olkoon f(x,y) = 32%y—y? kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio sekii = z(s,t) = te*,
y = y(s,t) = te=2%. Olkoon edelleen z(s,t) = f(x(s,t),y(s,t)) yhdistetty funktio. Kiyti ketjusiintoi ja esiti
osittaisderivaatat zs ja z; muuttujien s ja t avulla.

Ratkaisu:

Zs = fmzs + fyys
= (62y)(2te®®) + (32 — 2y)(—2te™2%) = 6te*te2"2te® + (3(te**)? — 2te™2%)(—2)te™2*
= 1263e% 4 (3t%e™ — 2te™2%)(=2)te ™2 = 12t3e% — 613 + 4t?e ™1 = 613e?" 4 417,

2t = fame + fyye
= (6xy) () + (322 — 2y)(e™ %) = 6te?“te 25> 4 (3(te**)? — 2te™2%)e %
= 6% + (3t%e! — 2te™2%)e 72 = 6t2e2° 4 3t%e? — 2te™ 1 = 9t — 21"

Esimerkki 3.5.4. Olkoon funktio z = f(z,y) differentioituva sekd x = x(u,v) = ucosa—vsina, y = y(u,v) =
usina 4+ v cosa, missé a on vakio. Olkoon edelleen z(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) yhdistetty funktio. Osoita
ketjusdannon avulla, ettd f2 + f7 = 2 + 27.
Ratkaisu: Koska

Zy = fzy + fyyu = fo cosa + fy sina ja zy = faz2y + fyyv = fz (* Sina) + fy COs &,
niin

22+ 22 = (fy cosa+ f, sina)?® + (—f, sina + f, cosa)?

2 2

= fgf cos2a+2fmfycosasino¢+f5 sin2a+f§ sin anfIfysinozcosomLfi cos” «

= (f2+ fJ)(sin® o+ cos® o) = f2 + f2.
=1

Esimerkki 5.6.1.1. Maaraa funktion

1 1
a) flz,y) =2’y — 2zy + 2y* — 15y, b) g(w,y)=§—5—4x+y
kaikkien kriittisten pisteiden laatu.
Ratkaisu:

a) Kriittiset pisteet ovat gradientin nollakohtia:

fm(xay) :2y(l‘—1):0, y=0taiz=1,
fy(zy) =a2® -2z +4y—15=0.

Sijoitetaan 2. yhtdloon y = 0: 22 — 2z —15=0 x = —3 tai z = 5.
Sijoitetaan 2. yhtdloon x =1: 1 =244y —15=0 y=4.

Kriittiset pisteet ovat (z,y) = (=3,0), (z,y) = (5,0) ja (z,y) = (1,4).
Kriittisen pisteen (zg,yo) laatu méadratadn laskemalla lausekkeet

fmm(-ranO)a D(:L'anO) = fzz(:CanO)fyy(wanO) - (fzy(:CanO))Q-

Lasketaan toiset osittaisderivaatat

Piste (—3,0) on satulapiste, silld D(—3,0) = —64 < 0.
Piste (5,0) on satulapiste, silld D(5,0) = —64 < 0.
Piste (1,4) on paikallinen minimipiste, silla D(1,4) =32 > 0 ja f..(1,4) =8 > 0.



b) Kriittiset pisteet ovat gradientin nollakohtia:

gz(l‘,y) :$_2_4:Oa ZC:_% tal,ﬁC:‘i‘%a
9y(@,y) =y ?+1=0, y=—1taly=+1.

Kriittiset pisteet ovat (z,y) = (—3,1), (z,y) = (3,1), (z,9) = (=5, —1) ja (z,y) = (3,—1).
Lasketaan toiset osittaisderivaatat

gzz(xa y) - _255_3’

guy(T,y) =2y,

guy(z,y) =0.
Nyt D(z,y) = goo (2, 4)9yy (2, y) — (goy(z,9))? = —4(zy) =3 — 0% = —4(zy) 2.
Piste (—%,1) on paikallinen minimipiste, silli D(—3,1) =32 > 0 ja g,o(—%,1) = 16 > 0.
Pisteet (%, 1) ja (—3,—1) ovat satulapisteitd, silli D(1,1) = —32 <0 ja D(—4%,-1) = —32 < 0.
Piste (%, —1) on paikallinen maksimipiste, silld D(%, —1)=32>0ja gm(%, -1)=-16<0.

Esimerkki 3.6.1.2. Olkoon a < 0 reaaliluku. Olkoon edelleen f(x,y) = 2az? — 2azy + y* + a® — 10 kahden
muuttujan reaaliarvoinen funktio. Maarad funktion kaikki kriittiset pisteet sekd tutki perustellen niiden
laatu.

Ratkaisu: Kriittiset pisteet ovat gradientin nollakohtia:

folz,y) =4dax—2ay =0, |-1
fy(z,y) =—-2az+3y> =0. | -2

Eliminoidaan x kertomalla puolittain sopivasti ja laskemalla yhteen

dar —2ay =0,
2y(3y—a) =0 y=0taiy=g.

Sijoitetaan 1. yhtéléon y = 0: dax =0 x = 0.
2

Sijoitetaan 1. yhtdloon y = %: 4ax — 2% =0 T = %,

Kriittiset pisteet ovat (z,y) = (0,0) ja (v,y) = (§, §)-

Lasketaan toiset osittaisderivaatat

)
) =da,
)

fea(2,y
fyy(way = 6y,
foy(z,y) = —2a.

Nyt D(2,y) = fou (2, ) fyy(2,y) — (foy(2,9))? = 2day — 4a®.

Piste (0,0) on satulapiste, silli D(0,0) = —4a? < 0.

Piste (%, %) on paikallinen maksimipiste, silld D(%,%) =4a”® > 0 ja for(%,%) =4 _a_<0.
<0



