LUENTOESIMERKIT KEVAT 2019

Numeroitujen esimerkkien numerot paitsi viimeinen numero viittaavat sithen luentorungon kappaleeseen,
jossa esimerkkiin liittyvaa asiaa késitelldan.

Esimerkki 3.2.1. Ma#raa seuraavien funktioiden mééritysjoukot ja piirrd ne zy - tai zyz-koordinaatistoon:
a) flz,y) =Vy—a? , b)  flz,y) =In(n(5 -2 —y?)),

c) flz,y,2)= d) f(m7yaz)=(z+2)(1y_x2_z2)'

42— 2 — 22
Ratkaisu:

a) Maééritysjoukko My médrdytyy ehdosta y — 2% > 0
josta seuraa My = { (z,y) € R? |y > a2?}.

b) Nyt on oltava voimassa yhtéaikaisesti

5—x2—y? >0,
In(5 — 22 —y?%) > 0.

Siis

Mf:{(:c,y)ER2|x2+y2<5ja5—m2—y2>1} 3
={(x,y) eR?*|2” +¢* <2° }.

c) Maéritysjoukossa on oltava voimassa .

{ 4—22—y?—22>0,

V-2 —y?—22#£0.

Siis Mf:{(x,y7z)eR3|x2+y2+z2<22 }.




d) Nyt maéaritysjoukossa on oltava voimassa yhtdaikai-

sesti
z4+2#0, }
1—2%—22#£0. 2
Siis My = { (z,y,2) €R®|2# —2jaa? +22 #£1 }. 1
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Esimerkki 3.2.2. Piirrd xyz-koordinaatistoon seuraavat pinnat:
a) z2+y?+22=6, b) z—y+2=0, c) z=2++a2+y?
d) z=—-1-2%—y% e) y>+22=5.
Mitké eo. pinnoista ovat kahden muuttujan funktion z = f(z,y) kuvaajia?
Ratkaisu:
a) Pinta 22 + y? 4+ 22 = (v/6)? on V/6-séiteinen, origo-
keskinen pallopinta. Ei ole funktio.
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b) Pinta z = y — 2 on taso. On funktio.




c) Pinta z = 2 4+ /22 + y? on positiivisen z-akselin
suuntaan avautuva kartiopinta, jonka huippu on pis-
teessé (0,0,2). On funktio.

234

X ¥
d) Pinta z = —1—22—y2 on negatiivisen z-akselin suun-
taan avautuva paraboloidipinta, jonka huippu on pis-
teessé (0,0, —1). On funktio.
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e) Pinta 32 + 22 = (v/5)? on /5-siiteinen lieridpinta.
Akselina z-akseli. Ei ole funktio.

FEsimerkki 5.2.3. Maaras funktion

—T22 +3y+1
arvoja z = —5H, z = =2, 2 =0, z = 1 ja z = 4 vastaavat tasa-arvokiyrit ja piirrd ne zy-koordinaatistoon.
Ratkaisu:
—T2* +3y+1 ) ) )
f(z,y) =-5 2362—_‘_1:*5 - 7" +3y+1=-102" -5 y=—a"—2
—Tx? 4+ 3y +1 9 5 )
f(may):—Q 2:52—4»1:_2 —Tx +3y+1:—4l‘ —9 y=ux -1
—T22 +3y+1 ) 7, 1
=0 — =0 -7 3y+1=0 = -2 — =
f(@,y) 222 + 1 o+ 5y + Y 31‘ 3
—T2? 4+ 3y +1 9 9 9
flzy) = 2x2—+1:1 —Tx"+3y+1=22"+1 y =3z
—Tr? +3y+1
f(x,y) = ATy — T+ 3y+1=8z>+4 y=5z%+1
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y=5x2+1

Esimerkki 3.2.4. Tutki, onko funktiolla
222 — 2y
flz,y) = FreE

raja-arvoa origossa (0,0). Valitse lihestymistieksi origon kautta kulkevat suora y = z sekii paraabeli y = x2.

Ratkaisu:
Valitaan aluksi lahestymistie y = x:
5 2z — zy 222 — 2 o2 1 1
im ————=lim——— =lim — = lim - = —.
(z,y) — (0,0) 472 +y2  2-0422 + 22  2—=0522 =05 5
y=x
Valitaan toiseksi lihestymistieksi y = x2:
202 —axy . 22 —ax(2?) | 2?(2—2) . 2—x 1

1' - @Y — _ = = = = .
(.y) > (0,0) W7 Ty? a0 L? T (@22 an0a2(dta?)  es0dta? 2
2
y==x

Koska eri ldhestymisteitd pitkin saadaan eri raja-arvo, funktion f raja-arvoa ei ole olemassa origossa (0, 0).



FEsimerkki 3.3.1. Olkoon
Tz

flx,y,2) = Ttz

Laske fy(z,y,2), fy(z,y,2) ja f.(x,y, z) sekd ndytd laskemalla, ettd fo,(x,y,2) = fyz(x,y, 2).

Ratkaisu: Pitamalla muuttujia y ja z vakioina saadaan

0, xz  z Or =z

fz(x,y,z)za(erZ T y+z0r y+z

Pitdmalla muuttujia z ja z vakioina saadaan

0, @z Oyt xz
fy(x’y’z)_ay(wz)_m dy  (y+2)?
Pitdmalla muuttujia x ja y vakioina saadaan osaméaéran derivoimissdannon nojalla
0, xz rly+z)—xz  wxy
fo(@y,2) = 8z(y+z) (y+2)2  (y+2)?
Koska
0,z Oyt z
ja
0 Tz z Oz z

niin fzy(z;yvz) = fym(z,y7z)

Esimerkki 3.3.2. Osoita méiiritelméin avulla, etti funktio f(x,y) = 322 — 4y? on differentioituva kaikilla
(z,y) € R%.

Ratkaisu: Olkoon (x,y) € R? mielivaltainen. Differentioituvuuden méiritelmésti seuraa
[+ Az,y + Ay) — fz,y) = 3(x + Az)® — 4(y + Ay)® — (327 — 49°)
= 3(2? + 22Az + (Ax)?) — 4(y* + 2yAy + (Ay)?) — 3% + 4¢°
= 322 + 62Ax + 3(Ax)? — 4y — SyAy — 4(Ay)2 - 3352 + 49

2
= 6z Ax f8y Ay ++/(Ax)? —4(4y)
—~—

) +(Ay)?
:fm(may) —fy(z;y)
=e¢(Az,Ay)

Reaalilukujen kolmioepédyhtalosta saadaan
3(Az)? —4(Ay)? | 3(Ax)? 4+ 4(Ay)?
(Az)2 + (Ay)?|  /(Az)? + (Ay)?
(aef <A+ an” 3[(Ax)’ + (0 9)?] + 4(Ay)?

- 2

0 < |e(Az, Ay)|

(A0* <82+ (30)* 3[(Ax)? ( 2+4[( )+(Ay)2]

= v/ (Ax)? (Ay) :

Siis 0 < |e(Az, Ay)| < 74/ (Ax)? 4+ (Ay)2. Tésté seuraa puristuslauseen nojalla lim le(Az, Ay)| =
vV (Az)2+(Ay)2—=0
0. Koska reaaliluvun itseisarvon ominaisuudesta seuraa
—le(Az, Ay)| < e(Az, Ay) < [e(Az, Ay)|,
niin edelleen puristuslauseen nojalla lim e(Ax,Ay) = 0. Funktio f(z,y) = 32% — 4y? on siis
(Az)2+(Ay)2—0
differentioituva kaikilla (x,y) € R2. a



