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Numeroitujen esimerkkien numerot paitsi viimeinen numero viittaavat sithen luentorungon kappaleeseen,
jossa esimerkkiin liittyvia asiaa késitellaan.

Esimerkki 4.5.3.1. Olkoon pinta S se osa paraboloidipintaa z = f(z,y) = 2% + y* + 3, joka on kolmion

A={(r,y) eR? |0 <z <1,z <y <4z} ylipuolella. Olkoon edelleen 9S pinnan S suljettu reunakiiyré.
Miéris pinnan S ulkoinen yksikkénormaalivektori 710 ja laske kilyrdintegraalin

74(3y +222) dx + 3z dy + 622 dz
as

arvo Stokesin lauseen avulla.
Ratkaisu: Koska fr(z,y) = 2z ja fy(x,y) = 2y, niin annetun avoimen funktiopinnan ulkoinen yksikkénor-

maalivektori
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Esimerkki 4.5.3.2. Olkoon S se osa tasopintaa z = f(z,y) = 2z + 3y + 11, jota rajoittaa suljettu reunakiyri

—

DS : Z(t) = 2costi + 2sint] + (4cost + 6sint 4+ 11)k, 0 < ¢ < 27.

Pinnan S projektio xy-tasossa on alue
A={(z,y) eR? |0 <a? +y* < 4}.

Laske kiyraintegraalin

7{2yz dxr + 30x dy + zy dz

as
arvo

a) kityrdn 0S parametriesityksen,

b) Stokesin lauseen ja napakoordinaattien avulla.



Ratkaisu:

a) Koska & (t) = —2sinti 4+ 2cost] 4+ (—4sint + 6 cost)k, niin

7{2yz dx + 30x dy + zy dz
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b) Koska fi(z,y) =2 ja fy(x,y) = 3, niin annetun pinnan ulkoinen yksikkénormaalivektori
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Napakoordinaatistossa
A'={(rp) eR*[0<r<2,0<p < 2n),
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Esimerkki 4.5.4.1. Olkoon

V={(z,y,2) ER} |1 <2 <3, 0<y<2zr0<z<6ay}

suljettu kappale. Laske divergenssilauseen avulla vektorikentan ﬁ(m, y,2) = (bx — 3zy + 8x2)i+ (5rz — 5y —
7)f+ (6zy + 3yz + 22)k vuo kappaleen V pinnan S lipi.

Ratkaisu:
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Esimerkki 4.5.4.2. Olkoon V suljettu kappale, jota ylh#élta rajoittaa pallopinta z = f(z,y) = /25 — 22 — y?
ja alhaalta paraboloidipinta z = g(x,y) = 2% + y* — 25. Laske divergenssilauseen ja sylinterikoordinaattien
avulla vektorikentan ﬁ(m, Y, 2) = (2322 — 5yz)i+ (6224 25yz — 17y)j + (3zy — 192)k vuo kappaleen V pinnan
lapi.

Ratkaisu:

Kappale V' voidaan kuvata sylinterikoordinaattien avulla seuraavasti:

V' i={(r,e,2) eER}|0<r<50<p<2mr?—25< 2 <2512},

Divergenssilauseen nojalla saadaan laskettua vuo:
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Esimerkki 4.5.4.3. Olkoon V suljettu kappale, jota ylhddlta rajoittaa taso z = 0 seké alhaalta ja sivuilta pal-

lopinta z = f(z,y) = —1/4 — 22 — y2. Laske divergenssilauseen j ja pallokoordinaattien avulla vektorikentan
ﬁ(z, y,z) = 2z —3xz+ 2y)z + (62— 2y + 3yz)j + (12zy2% — 4xy)k vuo suljetun kappaleen V' pinnan S 1api.

Ratkaisu: Lasketaan vuo:
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Siirrytaéan pallokoordinaatistoon, jossa x = psinf cosy, y = psinfsing, z = pcosf ja

V' ={(p.0,p) ER}|0< p< 2,2 <O<m0<p<2n).
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Esimerkki 4.5.4.4. Olkoon V suljettu kappale, jonka pinta on S = S; U Sy U S3, missd S1 : z = f(x,y) =0

(taso), Sa: z = g(z,y) = /1 — 22 — y? (pallopinta) ja Ss : z = h(x,y) = /4 — 22 — y? (pallopinta). Naiden
pintojen projektiot xy-tasossa ovat vastaavasti A1 = {(z,y) € R? | 1 < 2% + y? < 4} (ympyrirengas),
Ay = {(z,y) € R? | 0 < 22 + y? < 1} (ympyrd) ja Az = {(z,y) € R? | 0 < 22 + 3% < 4} (ympyri). Laske
vektorikentén ﬁ(ac, y,z) = 327 + 3yj+ 222k vuo suljetun kappaleen V pinnan S lédpi

a) pintaintegraalina napakoordinaattien avulla,

b) divergenssilauseen ja pallokoordinaattien avulla.

Ratkaisu:

a) Koska V on suljettu kappale, pintojen S7, Sz ja S3 ulkoiset yksikkénormaalivektorit ovat
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b) Lasketaan vuo divergenssilauseen ja pallokoordinaattien avulla:
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Siirrytaédn pallokoordinaatistoon, jossa x = psinf cosy, y = psinfsiny, z = pcosf ja

V'={(p,0,0) €R* |1 <p<2,0<0<,0< < 2n).
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