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Numeroitujen esimerkkien numerot paitsi viimeinen numero viittaavat sithen luentorungon kappaleeseen,
jossa esimerkkiin liittyvia asiaa késitellaan.

Esimerkki 4.4.2.1. Olkoon C kilyrd y = f(z) = 2w cos(mz%), 0 < x < 1. Laske kilyriiintegraali

/(Gscy — 1y 4+ 92?) dx + (322 — 3xy® — 2y) dy.
C

Ratkaisu: Vektorikentti F(z,y) = (6zy — y3 + 922)i + (322 — 3zy? — 2y); on konservatiivinen, silli
VxF = Oy Dy

6y — 1y +922 322 —32y2 -2y O
=(0-0,0-0,62—3y>— (62 —3y?)) =0 kaikilla (z,y) € R2.

o =y

On olemassa potentiaalifunktio U = U(x,y) siten, etti F = VU eli kentiin komponentit ovat potentiaali-
funktion osittaisderivaatat:
1
UCE (ZL', y) (:) 61'y - y3 + 91'27
2
Uy(z,y) @ 342 _ 3ry? — 2y.

Lasketaan potentiaalifunktio:

(1) : Uz,y) = [(6zy —y> + 92?)dz
= 322y — xy® + 323 + A(y)
Uy, =322 — 3xy? + A'(y) @ 3.2 _ 3ry? — 2y
Aly) = -2y Aly) = [(=2y)dy = —y* + C

Uz,y) =322y —ay3+ 323 — 4%+ C.

Kayréintegraali on tiestd riippumaton ja sen arvon voi laskea potentiaalifunktion avulla. Kdyrdn C' alkupiste
(0, £(0)) = (0,0) ja loppupiste (1, f(1)) = (1,—2).

/ﬁ AT = /(Gzy — % +92%) dx + (32 — 32y — 2y) dy = U(1,—2) — U(0,0)

C c
=3-1%(-2) - 1(-2*+3-1> - (-2 4+C—-(0-0+0-0+C) =1.

Esimerkki 4.4.2.2. Laske kiyrdintegraali

/(4zy —3y32) dx + (227 — 922 — 8y3) dy + (—3zy® + 122) dz,
c

kun C on kiyrd Z(t) = In(t3)i+ (2 —In(t))j — 41In(t)k, e! <t < e. Miksi em. kiiyriintegraalin arvo on nolla,
jos C on kiiyré Z(s) = cos(s)i + sin(s)] + (3 cos(s) + 4sin(s) + 1)k, 0 < t < 277

Ratkaisu: Esimerkissé 4.3.2. on todettu, ettii vektorikenttii Fi(z,y,z) = (4zy — 3y32)i + (222 — 9zy2z —
8y3)f + (=329 + IQZ)E on konservatiivinen. Tamén vektorikentin potentiaalifunktio U(z,y, z) = 22%y —
3xy3z — 2yt + 622 + C. Kayriintegraali on tiestéd riippumaton ja sen arvon voi laskea potentiaalifunktion
avulla. Kiyréin C alkupiste Z(e™!) = In(e™3)i+ (2 —In(e™1))j — 4In(e 1)k = (=3, 3,4) ja loppupiste F(e) =
In(e3)i + (2 — In(e))j — 41n(e)k = (3,1, —4).

/ﬁ -dT = /(4xy —3y%2) do + (227 — 92y?z — 8y°) dy + (—3xy® + 122) dz

C C
=U(3,1,-4) - U(-3,3,4)
=2-321-3-3-13(-4) - 21" +6(—4)>+C — (2(-3)*-3-3(-3)-3%4-2-3" +6-4*+ C)
= —812.



Jos kiyrd, C' on Z(s) = cos(s)i 4 sin(s)j + (3cos(s) 4 4sin(s) + 1)k, 0 < ¢ < 2, niin kiyriin alkupiste
Z(0) = cos(0)7 4 sin(0 );—l— (3 cos(0) + 4sin(0) + 1)k = (1,0,4) ja loppupiste Z(27) = cos(27)i + sin(27)] +
(3cos(2m) 4+ 4sin(27) + 1)k = (1,0, 4). Kéyra on siis suljettu ja
/ﬁ di = /(4zy —3y°2) dx + (22 — 9zy®z — 8y*) dy + (—3xy® + 122) dz = U(1,0,4) — U(1,0,4) = 0.
c c

Esimerkki 4.4.3.1. Laske Greenin lauseen avulla

74(5904 — 4y) dx + 2%y dy,
0A

kun A muodostuu seuraavasti: pisteestd (0,0) pisteeseen (4,6) kiyrd y = 3+/x, pisteestd (4,6) pisteeseen

(—6,6) suora y = 6, pisteestd (—6,6) pisteeseen (0,0) suora y = —z. Piirrd kuva suljetun reunakiyrin 0A
sisédén sulkemasta tasoalueesta A.
Ratkaisu:

Suljetun kiyrin 0A sisdén sulkema alue A voidaan kuvata
muodossa A = {(z,y) € R? |0 <y <6,—y <z < 5y°}.

7{(5504 — dy)dx + 2Py dy

oA
2 4_
://[a(x y) O(5z 4y>]dA v
A O dy y=-x 1/ v=3ix

2 k=-y 1

Y

6
// 2xy + 4) dA:// 2zy +4) dz dy 5 04 2 o 2 4
-4 X
0

-y

©l=

6 %yz , 6 y5 4y2 ,
:/ ($y+4z)dy:/(g+?*y + 4y) dy
0~V 0
6 6 3 4 6 3 4
y dy oy 2 6 4-6° 6 2
= /(4L T L9y = _2 49,
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TAI

7{(51134 — 4y) dx + 2%y dy

:67/(2$y+4)dA
// 2xy +4) dA+// 2ey+4)d

6 4 6
//2:1:y+4 dyd:z:+// 2xy + 4) dy dx
—6—x 0 3yx
0 ¢ 4 6
//zy +4y) d:ch//:Ey +4y)d
ez 03Vx
0
/36.T+24—$3+4$)d$
6

4
+ /(36:c +24 — 922 — 1222 dx
0

0
1
= /(20352 + 24x — Z$4)
-6

+ /(18952 + 242 — 32° — 8x?)
0

= —20(—6)? — 24(—6) + i(—6)4

+18-42424-4—-3-43—8.4% = —124




Esimerkki 4.4.3.2. Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suoran y = 0 seké z-

akselin yldpuolella olevien ympyréin kaarien y = /9 — 22 ja y = /25 — 22 leikatessa toisensa. Piirrd kuva
tasoalueesta A seké laske Greenin lauseen ja napakoordinaattien avulla

7{(10504342 — 6y + 3) dz + (112°y — 32% — 6) dy.
0A

Ratkaisu:
Greenin lauseen ja napakoordinaattien avulla saadaan

74(10z4y2 — 6y +3)dr + (112°y — 32> — 6) dy

0A
5, _ 9,2 _ 4,2 _
_ // [6(1190 y—3z?—6) 010z 6y+3)} JA
Ox dy
A

= [ [ [552%y — 62 — (202 y — 6)] dA
I/

_ //(35:c4y76:c+6) dA

(357 cos* (p)r sin(p) — 61 cos(p) + 6) rdr dyp

(3579 sin(g) cos*(¢) — 617 cos(p) + 6r) dr dyp

— Y.,

(577 sin(¢) cos (@) — 213 cos(ip) + 3r%) dyp

(379690 sin(ip) cos® () — 196 cos(p) + 48) dip

|
Ty Tty Ty T —y P —y >
C*J\Cn w

(—75938 cos® () — 196 sin(¢) + 48¢) = 151876 + 487



Esimerkki 4.5.1.1. Olkoon A se xy-tason suljettu ja rajoitettu alue, joka muodostuu suorien y = z, y = 0 ja
x = 1 leikatessa toisensa. Laske pintaintegraali

//4,2\/302 +y2+1dS,
S

kun S on se osa funktiopintaa z = f(z,y) = xy, joka jai tasoalueen A yliapuolelle.
Ratkaisu: Alue A voidaan kuvata muodossa

A={(z,y) eR*|0<2<1,0<y<a}.

Koska f,(z,y) =y ja fy(x,y) = x, niin

//4z\/x2+y2+1d5’
S

://4zy\/x2+y2+1\/1+y2+z2dA://4:cy(z2+y2+1)dA
A A

1 =z
://4(z3y+xy3+:cy)dA://4(z3y+zy3+zy) dy dx
0

. 1
/2z3y2+xy4+2:cy2)d /(2:0 + 25 4+ 22%) do
0 0

1

1 1
(325 + 22°) dx = /(—:c6 + 5:04) =1
0

2

o _ O\H .

Esimerkki 4.5.1.2. Olkoon S se osa paraboloidipintaa z = f(x,y) = 22 + y? + 10, joka on ympyrirenkaan
osan

A={(z,y) €R*[25 < 2” + 3> < 36,2 <0,y < 0}

ylapuolella. Laske napakoordinaattien avulla pintaintegraali
16(z% + y?)
ds.
/ / z—10
Ratkaisu: Koska fr(x,y) = 2z ja fy(x,y) = 2y, niin

16(z% + y?) 16(z% + y?) //
112 29)2dA = [ [ 161/T+ 4(z2 1 42) dA.
// TR //:E2+y TN AR GO CORL 6V1+4(2* +y%)d
A

Siirrytiin napakoordinaatistoon. Talldin A’ = {(r,¢) € R? |5 <r <6, 71 < p < %’T}, joten

3

2 6
1
//16 1+4(m2+y2)d14://16 1+4r2rdrd<p:2//8r (14 4r%)2 drdyp
A T 5
/
5

3

:275;

(145\/ 145 — 101v101)

3

2
5 4
(1+4r%)2 drdp =2 (1+4r)V1 + 412 dp = 3 / (145v/145 — 101v/101)¢
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