LUENTOESIMERKIT KEVAT 2019

Numeroitujen esimerkkien numerot paitsi viimeinen numero viittaavat sithen luentorungon kappaleeseen,
jossa esimerkkiin liittyvia asiaa késitellaan.

Esimerkki 4.2.1. Tutki seuraavien vektorikenttien lihteettomyys ja pyorteettomyys, kun (z,y, z) € R3:

a) U(x,y,2) = 5z + Ty + 32 — 2)7+ (T2 — 2y — 52 + 9)7+ (3z — by — 3z — A)k,

b) (x,y,2) =2\ /22 + Y2 + 22+ 1+ y /o2 + oy + 22 F 1T+ 222 F Y2+ 22 1k.
Ratkaisu:

a) Tutkitaan ldhteettomyys:

V-U:((%(596—1-7244—32:—2)—1—%(7x—2y—5z+9)+%(3x—5y—3z—4)
—5-2-3=0.

Kentt# on lihteeton, sillid divergenssi hévidi kaikilla (z,y, z) € R3.

Tutkitaan pyorteettomyys:

Sy

T
Vxv = Oz Oy
Se+Ty+32—2 Tx—2y—52+9 3x—5y—3z2—4
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(:5 —(=5)’—(B=3)7+(7T—"1k
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Kentti on pydrteeton, silld roottori hividi kaikilla (x,y, 2) € R3.

b) Tutkitaan lahteettomyys:

1 1

0 0 0
V-U=£x(x2+y2+z2+1)§+a—yy(x2+y2+z2+1)5+£z(x2+y2+z2+1)%

+ @+ 2+ D) @y 2 1)
+ (@ + P+ 27+ 1) + 220 P 7+ 1) 7
2.2 .2
=3vVat+y?+22+1+ Tyt £0
2hyt 4224+
Kentta ei ole 1ahteeton.
Tutkitaan pyorteettomyys:
v 7 i
VXT= O 9y 0.
2@+ + 22+ 1) Y@+ 2+ 22+ 1) 2@ 4y + 224 1)
= (@ + P2+ 22+ 1) (@ g+ 22+ )T
—(w2(e® +7 + 22+ 1) —zw(@® 4y + 22+ 1) )T
Hay(@® +y7 + 22+ 172 —ya(a® £y + 27+ 1) 72k

—

= 0.

Kentti on pydrteeton, silld roottori hividi kaikilla (z,y, 2) € R3.



Esimerkki 4.5.1. Osoita, ettd vektorikentté
F(z,y) = (92%y* — 10zy — 42%)7+ (62°y — 532 + 14y)]

on konservatiivinen ja méadrda potentiaalifunktio U(z,y).
Ratkaisu: Vektorikentti F(z,y) = (92%y2 — 10zy — 423)7+ (62%y — 522 + 14y)7 on konservatiivinen, silld
v T
VxEF = , d,
922y% — 10xy — 42® 623y — 52 + 14y 0
=(0-0,0-0,182% — 10z — (182%y — 10z)) =0 kaikilla (z,y) € R

S A

On olemassa potentiaalifunktio U = U(x,y) siten, etti F = VU eli kentiin komponentit ovat potentiaali-

funktion osittaisderivaatat:

Uz(z,y) O 9x%y? — 102y — 423,

Uy(z,y) &) 623y — 5x? + 14y.

Lasketaan potentiaalifunktio:

(1): Uz,y) = [(92%y* — 102y — 42®) dx
=323y? — 522y — 2* + A(y)
Uy = 623y — 522 + A'(y) @ 623y — bx? + 14y
A(y) = 14y A(y) = [ldydy =Ty* + C

Uz,y) = 3x3y? — 522y —a* + 7y% + C.

FEsimerkki 4.3.2. Maaraa konservatiivisen vektorikentan

ﬁ(m, y,2) = (doy — 3y°2)7+ (227 — 9292 — 8¢°) 7+ (—3zy® + 12,2)1;

potentiaalifunktio U(z,y, 2).

Ratkaisu:
Um(xvyaz> (2 4$y*3y32,

Uy(z,y, 2) @ 222 — 9zy?z — 813,
U.(z,y,2) @ —3zy3 4+ 122.

Lasketaan potentiaalifunktio:

(1) Ulz,y,z) = [(day—3y°2)da
= 22%y —3zyPz + Ay, 2)
Uy = 2272 - 9zy’z + %(y, z)
@ 222 — 9xy?z — 8y
Gy, 2) = —8y° Ay, 2) = [(~8y®) dy = —2y* + B(z)
Uz,y,2) = 22%y—3zy3z —2y* + B(2)
U, = =32y’ + B'(2)
© —3xy® + 122.
B'(z) =122 B(z) = [12zdz =62 + C

Uz,y,2) = 22%y—3ay3z —2y* + 622+ C.



Esimerkki 4.4.1.1. Laske kiyrdintegraali

/ (32% + 2zy) da + (y* — x) dy,
ol
kun C on kiiyrdi y = 23 — 1 pisteestd (0, —1) pisteeseen (1,0).

Ratkaisu: Annetun funktiokdiyrin C parametriesitys on #(t) = t7+ (2 — 1) 7, missd muuttujan ¢ rajat
ratkeavat yhtaloista

(t,t3 —1) (0,—1), Kkiyrin alkupiste t =0, Kkiyrin alkupiste
(t,t3—1) =(1,0), kiyrin loppupiste t = 1. kiyran loppupiste

Siis 0 <t <1 ja koska #(t) = 17+ 3t 7, niin
1
/(3z2 +2zy)dz + (y* — ) dy = /{[3t2 +2t(2 — D1+ [(#* — 1)* — ¢)3t%} dt

C 0
1

1
= /{3t2 +2tt =2t 4[5 — 263 4 1 — )32} dt = /(3t2 + 2t% — 2t 4 3¢% — 6t° — 3t3 + 3t%) dt
0 0

1
_ 8 5 4 3 2 _ 1 2 3
= [ (38 —6t° + 2* — 3t° + 6t —2t)dt7/(§t9—t6+gt5—Zt4+2t3—t2)
0
1

2-1=——.
+ 60

W = O\»—-

A~ w

2
14+ 2_
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Esimerkki 4.4.1.2. Laske kiyrdintegraali

/ﬁ-df,

C

kun ﬁ(z,y,z) = 2xy2i — 3xy’T+ yzE on vektorikenttd ja C on kiyrd Z(t) = ln(t)7+ 3t7 — tk pisteesté
(—1,3e71, —e!) pisteeseen (0,3, —1).
Ratkarsu: Muuttujan ¢ rajat ratkeavat yhtaloista

(In(t),3t,—t) = (—1,3e !, —e1), Kkiyrin alkupiste t =-e~1, Kkiyrén alkupiste
(In(¢),3t,—t) =(0,3,-1), kdyrdn loppupiste t =1. kidyran loppupiste
Siis ! <t < 1 ja koska @ (t) = t 17+ 37— 1k, niin

F.di = /(2zyzi¥ 3?7+ yzE) (de?+dyj+dz E)

Q\

c

= /Qxyz dr —3xy* dy +yzdz = / [(—6t%In(t)) (™) — (272 In(t))(3) + (—=3t*)(—1)] dt
C e—1

= /(—81152 — 6t)In(t) dt + /t3 = / In(t)(—81t* —6t)dt +1 —e™?

e
1

1
oSt /1n(t)(—27t3 —3t%) — /(t—1 (=27t% = 3¢%)dt +1—e?
671\/ v S v

1 1
23¢% — 9e — 74
= —27e® —3e 2%~ /(—271&2 —3t)dt +1—e 3 =-28¢"3—3e % — /(79t3 - gﬂ) +1= %.
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Esimerkki 4.4.1.8. Olkoon C' = C7 U Cs suljettu tie siten, ettd

Cy: () = tT+ 27+ 2k, -1 < t < 1,
Cy:Bo(s)=(2—s)T+T+k1<s<3.

Laske kiyraintegraalin
/22 dx + y* dy + 10zz dz
C

arvo.
Ratkaisu: Koska T, (t) = 7+ 2t7+ 2tk ja T(s) = —7+ 07+ O, niin

22dx +y? dy + 10z2 dz

2% dx + y? dy+10xzdz+/szz+y2dy+10zzdz

C
C[ Cs
1 3

:/[(t4)1+(t4)2t+ (10¢%)21] dt+/ 1)(0) + (20 — 10s)(0)] d
—1 1
; ; 121 1 J 32

— [ (21¢* + 2% 5, 1.6 _ 94 _ %
/(t+tdt+/ /5t+3t)+1/(s) = =6
—1 1 -



