LUENTOESIMERKIT KEVAT 2019

Numeroitujen esimerkkien numerot paitsi viimeinen numero viittaavat sithen luentorungon kappaleeseen,
jossa esimerkkiin liittyvia asiaa késitellaan.

Esimerkki 1.1. Erdéan kurssin luennot ovat luennoitsijasta johtuen ikdvystyttavid. Siksi kuulijoiden ma&ra
vahenee joka luentotunnin jalkeen 7%. Montako kuulijaa poistuu luennoitsijan kanssa salista viimeisen luen-
totunnin jélkeen, kun ensimmadisellé luennolla on 122 kuulijaa ja kurssin kesto on 28 tuntia?

Ratkaisu: Luentotunnit Kuulijoiden maara

0 122
1 122 — 0.07-122 = 0.93" - 122

2 0.93-122 —0.07-0.93-122 = 0.93% - 122
3

0.932.122 —0.07-0.932.122 =0.933 - 122
k 0.93% . 122

Viimeisen luentotunnin jélkeen luennoitsijan kanssa salista poistuu 0.93%8 - 122 ~ 16 kuulijaa.

FEsimerkki 1.2. Olkoon
1
ap = ()= k=1,2,3,....

k
Talloin a1 = —1, ay = %, asz = f%, aq = i, as = f%, ag = %, .. .. [lmeisesti
li lim ( 1)’@1 0
im ap = lim (-1)*-=0=a
k—o0 k k—o0 k ’
silld jos esimerkiksi € = i, niin ehto
1 1 1
—al = —0|=|(-Dr~ == <=
lar = al = Jag = 0 = [(-1)F 2| = 3 < 4

toteutuu aina, kun k > 4 ts. kun k > 5 = K. Vastaavasti, jos ¢ > 0 on mielivaltainen, niin ehto
lar — 0] < €
toteutuu aina, kun k& > % Luvuksi K valitaan t&ll6in pienin kokonaisluku, joka on suurempi kuin %

Esimerkki 1.3. Olkoon ap = —1 + (—1)¥,k = 1,2,3,... . Téméin lukujonon termit ovat —2, 0, —2, 0, —2, 0,
ooy =14+ (=1)", ..., joten lukujonon arvot ovat vuorotellen joko —2 tai 0. Raja-arvoa ei ole olemassa, joten
tdma lukujono hajaantuu.



Esimerkk: 1.4. Tutki lukujonon

VEZF1 ) g2k
a) | z=—=5 | - b) dx
sinh(k2 + 1) k
k=1 1
k=1
suppenemista.
Ratkaisu:
) Tarkastellaan funktiota f(x) 4L 1 Kosk
r n funkti = —— .
a arkastellaan funktiota f(z sinh(z2+1)’x_ oska
2413 1(22 4 1)722 1
/ s(z x
@ +1)2 amop, g0+ 220 =0,

im —
z—oo sinh(z2 4+ 1) v—o0 2z cosh(z? +1)  @—oo 2(x2 + 1)% cosh(z2 + 1)

VT

niin hlkllel’lO (m

) suppenee ja raja-arvo on nolla.
k;_

b)
k? 2 k2 2 2 2 2
€2$+k J / €2$+k eSk _ek +2 ek ( 912 2)
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Tarkastellaan funktiota f(z) = —, > 1. Koska lim — " i = lim e = 00, niin
2
ek? ) e2a+k?
lim — (e?*" — €2) = co. Lukujono dx siis hajaantuu.
k—oo 2k k
! k=1

Esimerkki 2.1.1. Olkoon (vk+1 — \/E)zozl lukujono. Tutki tdmén jonon suppenemista. Muodostetaan lu-

o0

kujonon avulla sarja > (vVk+1— \/E) Tutki tdmén sarjan suppenemista.
k=1
Ratkarsu: Lukujono suppenee ja sen raja-arvo on nolla, silla

iy VEATHVEWVE+T-VE) | k+1-k

1
= =lim — = lim — =0
ko0 VE+1+ vk koo VE+T+VE koo VE+T+VE

Muodostetaan osasummien jono

VE+1-VE)

lim
k—o0

n

Sn=> (VE+1-Vk)

k=1

=(V2- VD) +(VB=V2)+ (VA-V3)+ -+ (Vn—Vn—1)+ (Vn+1-n)
=—1+vVn+1,n=1,2,...,

josta saadaan

lim S, = lim (-14++vn+1) =oc.

n—oo n—oo

o0

Sarja S (VE + 1 — Vk) siis hajaantuu.

k=1



Esimerkki 2.1.2. Osoita, ettid sarja Y (—1)¥T14 hajaantuu.
k=1

n
Ratkaisu: Muodostetaan osasummien jono > (—1)¥+14, n=1,2,3, ...

k=1
S1=(-1)'"ta=4
Sy = (-4 (-1)* 4 =0
Sy = (=)' 4 (—1)* T+ (-1)3M 4 =4
Sy= (D" 4+ ()M (-1 (D)4 =0

g — 4, n pariton
™1 0, n parillinen.

o0
lim S, ei ole olemassa, joten osasummien jono hajaantuu. T#std seuraa, ettd myos sarja Y. (—1)F+14
n—oo

k=1

hajaantuu.

Esimerkki 2.1.3. Tutki sarjan

R S U B S
(ke + 1) k+2) 6 20

suppenemista. Jos sarja suppenee, niin maaris sarjan summa.

Ratkaisu: Osamurtokehitelma:
1 A B

Gt Dk+2) E+l Ry
Tehddén samannimisiksi ja kerrotaan yhtalon molemmat puolet termilld (k+1)(k+2): 1 = (k+2)A+(k+1)B
Yhdistetddn samaa k:n astelukua vastaavat termit yhtélon kummallakin puolella: (A4 B)k+2A+B = 0k+1.
Verrataan kertoimia, jolloin saadaaan yhtaloryhma

{A+B0

24 + B =1.

Tamén yhtdloryhmén ratkaisu on A = 1, B = —1. Muodostetaan osasummien jono
1 1 11 11 1 1 1 1
S, = = y—(Z_=Z — Yaeea (= _
;(k—l—l /{:—1—2) (2 3)+(3 4)jL Jr(n n—|—1)+(n—|—1 n—|—2)
1 1 _19
_2 n+2an_ IRt L]
josta saadaan
1 1 1
S A T A
< 1

Sarie 2 Dk 2)

suppenee ja sarjan summa S = 3



